
Под биссекторной полуплоскостью двугранного 

(биссектором) угла понимается множество точек, 

равноудаленных от граней данного угла 

- на биссекторе двугранного угла лежат центры 

всех сфер, вписанных в этот угол; 

- на луче прямой пересечения биссекторных 

полуплоскостей двугранных углов данного 

трехгранного угла лежат центры всех сфер, 

вписанных в этот трехгранный угол»;  

 

 

Задачи для самостоятельного решения. 

Сфера с центром 𝑂 вписана в трёхгранный угол с вершиной 
𝑆 и касается его граней в точках 𝐾, 𝐿, 𝑀 (все плоские углы 
трёхгранного угла различны). Найдите угол 𝐾𝑆𝑂 и площадь 
сечения данного трёхгранного угла плоскостью 𝐾𝐿𝑀, если 
известно, что площади сечений трёхгранного угла 
плоскостями, касающимися сферы и перпендикулярными 
прямой 𝑆𝑂, равны 1 и 4. 

 

 

 

 

Рассмотрим сечение данной комбинации 
сфер плоскостью ABC, проведенной через 
их центры. Возможны два случая. 

 
  



В вершинах правильного тетраэдра с ребром 18 расположены центры четырех равных сфер, попарно 

касающихся друг друга. Найдите радиус сферы, касающейся всех этих сфер.  

Решение. Пусть центрами данных сфер являются вершины правильного тетраэдра PABC, а центром 

сферы, касающейся всех этих сфер, служит некоторая точка F. 

Известно, что точка касания двух сфер принадлежит линии их центров и расстояние между центрами 

данных сфер равно сумме длин их радиусов (сферы касаются внешним образом). Это 

означает: FA = FB = FC = FP (данные четыре сферы равны), то есть 

точка F равноудалена от вершин данного правильного 

тетраэдра. 

Известно, что в правильном тетраэдре PABC точкой, 

равноудаленной от всех его вершин, является 

точка M пересечения отрезов, соединяющих вершины тетраэдра 

с центроидами противоположных граней, 

причем 
3

4
PM OP=  где O — центроид правильного 

треугольника ABC. Таким образом, центром сферы, касающейся 

всех четырех данных сфер, является точка M. 

На рисунке 12 изображено сечение данной комбинации тел 

плоскостью APH (H — середина BC), где (APH)  BC, 

(APH)  (ABC), так как высота тетраэдра PO расположена в 

плоскости APH. Сечением тетраэдра этой плоскостью является 

треугольник APH, а сечением двух данных сфер с 

центрами A и P — две равные касающиеся окружности ω1 и ω2 с теми же центрами и радиусом 6. Так 

как центр M сферы, касающейся всех четырех данных сфер, принадлежит секущей плоскости APH, то 

ее сечением является окружность ω3, касающаяся окружностей ω1 и ω2, а радиус окружности ω3 равен 

радиусу этой сферы. Найдем радиус окружности ω3. 

В правильном треугольнике ABC со стороной 18 имеем: 

Тогда в прямоугольном треугольнике AOP (OP  AO): 

 

Теперь находим:  

Обозначим через T и K  точки пересечения прямой MP с окружностью ω2. Тогда 

отрезки MT и MK равны радиусам концентрических окружностей ω3 и ω4 с центром M, одна из которых 

касается окружностей ω1 и ω2 внутренним образом, другая — внешним. Так как 

MT = PM – PT, MK = PM + PK, То  

Таким образом, существуют две концентрические окружности с центром M, касающиеся всех данных 

четырех сфер: радиус одной сферы равен , а радиус другой — . 

Ответ: ; . 



 

 



 

 

 


