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Задачи на вычисление угла
между скрещивающимися прямыми

Ясно, что установление перпендикулярности
прямых можно рассматривать как частный слу�
чай задачи на вычисление угла между прямыми:
мы просто проверяем, будет ли найденный угол
равен  90о.  Тут же замечу, что вычисление угла
равносильно вычислению какой�либо тригономе�
трической функции угла, чаще всего косинуса.

Существуют разные способы нахождения угла
между скрещивающимися прямыми. И не всегда
эта задача столь легка, чтобы можно было обой�
тись только одним из них.

Вообще старайтесь решать задачу разными спо�
собами: чем больше вы их найдете, тем лучше.
Такими поисками занимаются и профессиональ�
ные математики — всегда хочется найти более ко�
роткое, более красивое решение, наконец, такое,
которое понравится больше всего. Во�первых,
такая деятельность означает проверку, причем
самую качественную. Во�вторых, она способству�
ет лучшему пониманию геометрии в целом: чем
больше выявлено связей между геометрическими
фактами, тем глубже их понимание. В�третьих,
поиск разных способов решения одной и той же
задачи развивает важное качество ума, которое
психологи называют гибкостью.

Вернемся к задаче на вычисление угла между
скрещивающимися прямыми. Как ее можно ре�
шить?

П е р в ы й  с п о с о б — с помощью параллель�
ного переноса. Напомню, в чем его суть: мы произ�
водим перенос одной из скрещивающихся прямых
(или сразу двух) так, чтобы прямые, полученные в
результате этого преобразования, пересекались. Тем
самым исходная задача сводится к нахождению угла
между двумя прямыми на плоскости. Хорошей ил�
люстрацией данного способа служит решение зада�
чи 2 (см. первую часть статьи в № 3 за 2008 г.).

Решите указанным способом задачи 10 и 11.
Задача 10. Вычислите угол между прямыми  RH

и  MF  (рис. 1).
Задача 11. Вычислите угол между прямыми  RN

и  SL  (рис. 2).

В.И.Рыжик

ОБ УГЛАХ МЕЖДУ СКРЕЩИВАЮЩИМИСЯ ПРЯМЫМИ
И НЕМНОГО О ПРОЧИХ УГЛАХ
Окончание. Начало см. в № 3 за 2008 г.
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Рис. 1

В т о р о й  с п о с о б — «в три косинуса» —
таков. Пусть  p  и  q — данные скрещивающиеся
прямые. Проведем через прямую  q  плоскость  α,
пересекающую прямую  p.  Спроектируем прямую
р  на плоскость  α  и назовем ее проекцию  p1

(рис. 3). Тогда верна формула

cos∠pq = cos∠pp1 ⋅ cosp1q. (1)
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Рис. 3

Попробуйте вывести эту формулу самостоятель�
но; для начала рассмотрите случай, когда прямые
p,  q,  p1  имеют общую точку [?]. (Для знатоков:
формула (1) является следствием теоремы коси�
нусов для трехгранного угла, когда соответствую�
щий двугранный угол — прямой.)

Решим этим способом задачу 2А. (В этой зада�
че из первой части статьи требуется выяснить,
перпендикулярны ли прямые  CD1  и  BC1,  прове�
денные через вершины единичного куба  A…D1.)

Чтобы найти угол между прямыми  CD1  и  BC1,
спроектируем  CD1  на плоскость грани  BCC1B1;
проекцией будет прямая  CC1  (рис. 4)  Дальше —
только вычисления по формуле (1):

cos∠CD1, BC1 = (cos∠CD1, CC1) ⋅ cos∠CC1, BC1.
Искомый угол равен  60o  [?], прямые  CD1  и

BC1  не перпендикулярны.

Рис. 4

Решите этим же способом задачу 12.
Задача 12. Вычислите угол между прямыми  CA1

и  AV  (рис. 5). (Подсказка. Спроектируйте пря�
мую  A1C  на плоскость  AB1C1.)
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Рис. 5

Т р е т и й  с п о с о б — проектирование обеих
скрещивающихся прямых на плоскость, перпен�
дикулярную одной из них. Пусть  p  и  q — скре�
щивающиеся прямые, плоскость  α  перпендику�
лярна прямой  p,  прямая  q  пересекает  α  в точке
B,  точка  A — проекция прямой  p,  а  прямая  q1 —
проекция прямой  q;  на прямой  q  лежит отрезок
длиной  d,  а его проекция на плоскость  α  имеет
длину  d1  (рис. 6). Тогда верна формула

d1 = d sin ϕ, (2)
где  ϕ — угол между прямыми  p  и  q.

Рис. 6

Для ее доказательства проведем через точку  B
прямую  p1,  перпендикулярную плоскости  α.  Так
как прямые  p1  и  l  параллельны (см. рис. 6) [?],
то они лежат в одной плоскости. Теперь для обос�
нования формулы (2) достаточно знаний из курса
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планиметрии. Закончите доказательство самосто�
ятельно.

Решим данным способом задачу 2. (В этой за�
даче из первой части статьи требуется выяснить,
перпендикулярны ли прямые  DA1  и  СD1,  прове�
денные через вершины единичного куба  A…D1.)

Проведем плоскость  C1DA.  Она перпендику�
лярна прямой  CD1  [?], поэтому проекцией пря�
мой  CD1  на эту плоскость будет точка  P,  а про�
екцией прямой  DA1 — прямая  DQ  [?] (рис. 7).
Остается вычислить отношение длины отрезка  DQ
к длине отрезка  DA1  и сравнить полученное чис�
ло с  1.  Доведите вычисления до конца.

Рис. 7

Решите аналогичным образом задачу 2А.
Ч е т в е р т ы й  с п о с о б — проектирование

отрезка одной из скрещивающихся прямых на
другую основывается на следующем свойстве ор�
тогонального проектирования на прямую. Пусть
p  и  q — скрещивающиеся прямые, на прямой  p
находится отрезок длиной  a,  и его ортогональ�
ной проекцией на прямую  q  является отрезок
длиной  b.  Тогда верна формула

b = a cos ϕ, (3)
где  ϕ — угол
между прямыми
p  и  q  (рис. 8).

                        Рис. 8
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Подсказка для доказательства формулы (3): сна�
чала проведите через одну из данных прямых пло�
скость, пересекающую другую прямую, затем за�
мените проектирование отрезка на прямую после�
довательным проектированием его сначала на
проведенную плоскость, а затем — проектирова�
нием (в этой плоскости) полученной проекции на
вторую прямую (рис. 9), после чего останется
применить формулу «трех косинусов».

Рис. 9

Для другого, по�моему, более симпатичного
способа доказательства используем векторы.
Пусть  AB = a  — отрезок прямой  p,  а  CD = b —
его проекция на прямую  q.  Запишем равенство

DВСDАСАВ ++=   [?]. Заметим, что в силу орто�
гонального проектирования на прямую векторы

АC  и ,CD   равно как и векторы  CD  и ,DB   ор�
тогональны, посему соответствующие скалярные
произведения равны  0.  Теперь простая выкладка:

=⋅++=⋅⇒++= СDDВСDАССDАВDВСDАСАВ )(

.coscos 2 ϕ=⇒=ϕ⇒⋅+⋅+⋅ abbabСDDBСDСDСDАС
Применим рассмотренный способ при решении

задачи 2.
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Для нахождения угла между прямыми   DA1  и
CD1  спроектируем диагональ  DA1  на прямую  CD1.
Ее проекцией будет отрезок  PD1  [?] (рис. 10).
Косинус нужного нам угла равен отношению  PD1

к  DA1,  т.е.  .
2

1
 Отсюда и получаем угол  60o.

Примените этот же способ в задаче 13.
Задача 13. Вычислите угол между прямыми  A1P

и  DB1  (рис. 11). (Подсказка. Спроектируйте от�
резок  A1P  на прямую  DB1.)

Рис. 11

Коль скоро в решении данным способом воз�
никают длины отрезков, становится возможным
введение вспомогательного линейного параметра.
Как этим воспользоваться, покажу на таком при�
мере.

Задача 14. В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1  известны углы  α  и  β,  которые
составляют с плоскостью основания  ABCD  скре�
щивающиеся диагонали  DA1  и  CD1  смежных
боковых граней (рис. 12). Вычислите угол между
этими диагоналями.

Спроектируем диагональ  DA1  на прямую  CD1.
В результате на грани  CDD1C1  появится отрезок
KD1  (проекция  DA1),  причем точка  K  будет
лежать на диагонали  CD1  [?] (рис. 12). Для на�
хождения угла между прямыми  DA1  и  CD1  тре�
буется найти отношение  KD1  к  DA1.  Его найти
несложно, по сути — это задача из планиметрии.

Пусть  DD1 = 1,  тогда  ,
sin

1
1 α

=DA   KD1 = sin β

[?]. Отсюда и получаем для угла  ϕ  между прямы�
ми  DA1  и  CD1:

cos ϕ = sin α sin β.
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Рис. 12

Решите описанным способом задачу 14A.
Задача 14А. В прямоугольном параллелепипе�

де  ABCDA1B1C1D1  известны углы  α  и  β,  которые
составляют с плоскостью грани  CDD1C1  скрещи�
вающиеся диагонали  A1D  и  B1D1  (рис. 13). Вы�
числите угол между этими диагоналями.

Рис. 13

П я т ы й  с п о с о б вычисления угла между
скрещивающимися прямыми – векторный, в нем
используется скалярное умножение, а именно фор�
мула
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Данный способ можно применить в двух вари�
антах: используя координаты или обойдясь без
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них. Проиллюстрируем его на примере решения
задачи 2.

Для нахождения угла между прямыми  A1D  и
D1C  в бескоординатном варианте проделаем сле�

дующее. Представим вектор  DА1   как сумму век�

торов  AА1  и ,АD   а вектор  CD1  как сумму век�

торов  DD1  и DC   (рис. 14).

Рис. 14

Затем, считая куб единичным, найдем скаляр�

ное произведение векторов  DА1  и :1CD  оно рав�
но  1  [?]. И наконец, разделим полученный ре�
зультат на произведение длин этих векторов (а

длина каждого равна 2 ).  В итоге получим ко�

синус угла между векторами  DА1  и CD1 ,  равный

,
2

1
 и сам угол — 60о.

В координатном варианте эта же идея выгля�
дит так. Пусть начало координат находится в точ�
ке  A,  а оси  x,  y,  z  направлены по лучам  AD,
AB,  AA1  соответственно. Найдем координаты

векторов DА1  и CD1   (рис. 15).

Вектор  DА1   имеет координаты  (1; 0; –1),  а

вектор  CD1  — координаты  (0; 1; –1)  [?]. В ре�
зультате их скалярного перемножения получаем
1.  Дальнейшие вычисления такие же, как и в
первом варианте решения.

Замечание. Если бы один из взятых векторов

( DА1  или CD1 )  мы заменили на противополож�
ный, получили бы угол между векторами, равный
120о.  Однако угол между прямыми не бывает ту�
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пым по определению, вместо найденного тупого
угла надо брать угол, смежный с ним, т.е. опять
же  60о.  Изначально не всегда понятно, какие
именно векторы выбрать на данных прямых, по�
этому можно взять любую их комбинацию, сде�
лав при необходимости нужную поправку на «не�
тупость» искомого угла.

Рис. 15

Примените этот способ (в обоих вариантах) при
решении следующей задачи.

Задача 15. Вычислите угол между прямыми
B1P  и  DO1  (рис. 16).

Рис. 16

Ш е с т о й  с п о с о б определения угла между
скрещивающимися прямыми — «с помощью за�
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мкнутой ломаной» также основан на векторной
технике. Пусть у нас есть замкнутая ломаная
ABCDA  (неважно — плоская она или неплоская,
могут быть и самопересечения). Тогда выполня�
ется равенство [?]

.СDВСАВАD ++=
Далее можно идти двумя путями.
Возведя обе части этого равенства в квадрат,

заменив затем скалярные квадраты векторов на
квадраты их длин, а скалярные произведения рас�
крыв по определению, придем к равенству

AD 2 = AB 2 + BC 2 + CD 2 + 2AB ⋅ BC cos α +
+ 2BC ⋅ CD cos β + 2AB ⋅ CD cos ϕ,

где  α,  β,  ϕ — углы между векторами  АВ  и ,ВС

ВС  и ,СD    АВ  и СD   соответственно.
Если в этой формуле нам известны длины всех

отрезков, а также углы  α  и β,  то несложно вы�
числить и угол  ϕ  между прямыми  AB  и  CD,
которые в интересующем нас случае являются
скрещивающимися.

Можно сделать чуть иначе. Пусть нас по�преж�
нему интересует угол между прямыми  AB  и CD.
Запишем такое равенство [?]:

.CВDCАDАВ ++=
Умножим обе его части на вектор  .DC   Про�

делав выкладки, аналогичные указанным выше,
придем к равенству

2AB ⋅ DС cos ϕ =
= 2AD ⋅ DC cos α + DC 2 + 2CB ⋅ DC cos β,

При наличии необходимых данных находим ис�
комый угол.

Замечание. Обращаю внимание на то, что углы
α,  β,  ц  в двух получившихся равенствах различ�
ны; необходимо также помнить, что угол между
прямыми и угол между направляющими вектора�
ми этих прямых могут быть как равными, так и
дополнять друг друга до  180о.

Решите этим способом (рассмотрев оба вари�
анта решения) задачу 2.

С е д ь м о й  с п о с о б вычисления угла между
скрещивающимися прямыми — «с помощью те�
траэдра» встречается нечасто, но он весьма эф�
фективен. Для тетраэдра  ABCD  верна формула

.
2

|)()(|
,cos

2222

BDAC

CDABBCAD
BDAC

⋅
+−+=∠ (4)

Доказательство проведем векторным способом,
используя скалярное умножение векторов. Выбе�
рем полюс  O  и запишем каждый нужный нам
вектор как разность векторов с началом в точке
O  (рис. 17):

,,, ОВОСВСОАОСАСОАОВАВ −=−=−=

.,, ОCОDСDОАОDАDОBОDВD −=−=−=

Рис. 17

Докажем равенство

|,)()(|2 2222 CDABBСАDВDАС +−+=⋅
из которого и следует формула (4) [?].

Для удобства введем обозначения:

.,,, dODcOCbOBaOA ====
Итак, требуется доказать тождество

2(c – a)(d – b) =
= |(d – a)2 + (c – b)2 – (b – a)2 – (d – c)2|.

Это сделать несложно [?].
Замечание. В данном способе вычисление угла

между прямыми требует знания шести расстоя�
ний между четырьмя точками, лежащими по две
на каждой из этих прямых. Иными словами, надо
знать длины шести отрезков, расположенных оп�
ределенным образом. Удобно представлять эти
отрезки как ребра тетраэдра, из коих четыре – как
противоположные звенья замкнутой ломаной и
еще два — как ее «диагонали». В нашем случае
ABCDA — замкнутая ломаная,  AC  и  BD  — ее
«диагонали».

Для произвольного тетраэдра последовательные
звенья замкнутой ломаной обозначим буквами  a1,
a2,  a3,  a4,  а ее «диагонали» — буквами  d1  и  d2,
тогда нужная нам формула запишется более ком�
пактно:

.
2

|)()(|
,cos

21

2
4

2
2

2
3

2
1

21 dd

aaaa
dd

+−+
=∠ (5)

Решим этим способом задачу 2.
Для нахождения угла между прямыми  DA1  и

CD1  рассмотрим тетраэдр  A1CDD1  (рис. 18). Под�
ставим длины его ребер (считая куб единичным)
в формулу (5) и придем, разумеется, к тому же
ответу, что и раньше.

A C

B

D

O
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Рис. 18

Примените описанный способ в задаче 16.
Задача 16. Вычислить угол между прямыми

C1D  и  KG  (рис. 19).

Рис. 19

Когда мы имеем дело с формулой, есть возмож�
ность «поиграть» с ней, например получить ка�
кие�нибудь ее следствия. Попробуем это сделать
с формулой (5). Вот несколько возможностей.

1. Пусть в этой формуле какое�то  ai  равно
нулю, например  a4.  Мы приходим к такому ра�
венству [?]

.
2

|)(|
,cos

21

2
2

2
3

2
1

21 aa

aaa
dd

−+
=∠

А оно есть не что иное, как теорема косинусов
для треугольника, только чуть измененная из�за
модуля. Но он здесь по делу: в планиметрии мы

A

A1

B1 C1

D1

D

CB

A

G

K

A1

B1 C1

D1

D

CB

искали угол между лучами, а здесь — угол между
прямыми [?]. Значит, формулу (5) позволительно
считать обобщением теоремы косинусов, извест�
ной из планиметрии. Любопытно, не правда ли?

Какие еще результаты мы можем получить как
следствия формулы (5), если:

2. a1 = a2;

3. ;2
4

2
2

2
3

2
1 аааа +=+

4. d1 > 0;
5. d1 > ∞?
В каждом случае попытайтесь понять, каковы

особенности получающейся фигуры.
Вы и сами можете поискать следствия из фор�

мулы (5) — возможно, удивите одноклассников
или даже учителя. Можно поработать с этой фор�
мулой и чисто алгебраически, позабыв на время,
что за ней скрывается косинус угла в тетраэдре.
Например, пытаясь доказать, что (для ребер тет�
раэдра) модуль выражения в правой части не пре�
восходит  1.  А чтобы упростить задачу, положи�
те, к примеру,  d1 = d2 = 1.

И еще. Вы заметили, что в доказательстве фор�
мулы (5) никак не использовался тот факт, что
все описанное происходит в пространстве? Без�
различие к размерности — одна из особенностей
векторного метода. Но тогда равенство верно и
на плоскости. И что же оно в таком случае озна�
чает?

В о с ь м о й  с п о с о б нахождения угла между
скрещивающимися прямыми предполагает пред�
варительное вычисление расстояния между ними
и используется крайне редко. В данном способе
используется формула

6V = a b h sinϕ, (6)
где  a  и  b — длины двух отрезков, являющихся
противоположными ребрами тетраэдра,  h — рас�
стояние между прямыми, на которых лежат эти
отрезки,  ϕ — угол между этими прямыми, а  V —
объем тетраэдра.

Решим данным способом задачу 2.
Для нахождения угла между прямыми  DA1  и

CD1  рассмотрим тетраэдр  A1DCD1  с вершиной  A1

и основанием  DCD1  (см. рис. 18). Его объем (в

единичном кубе) равен  
6

1
  [?],  ребра  DA1  и  CD1

имеют длину  ,2   расстояние между прямыми  DA1

и  CD1  равно  
3

3
 — трети диагонали куба [?].

Отсюда получаем равенство  ,sin
3

3
221 ϕ⋅⋅⋅=

из которого и следует, что  ϕ = 60о.



МАТЕМАТИКА ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ, № 4, 2008

16 МАТЕМАТИКА ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ        4 / 2008

Примените этот способ при решении задачи 17.
Задача 17. Вычислите угол между прямыми  AG

и  VU  (рис. 20). (Подсказка. Рассмотрите сече�
ния куба параллельными плоскостями, проведен�
ными через укзанные прямые. Одно сечение —
равносторонний треугольник, другое — правиль�
ный шестиугольник.)

Рис. 20

Формула (6) замечательна тем, что в нее входят
две основные величины, характеризующие распо�
ложение скрещивающихся прямых: расстояние, а
также угол между ними. Тем самым угол между
скрещивающимися прямыми помогает найти рас�
стояние между ними. Вот пример тому.

Задача 18. Вычислите расстояние между скре�
щивающимися прямыми, на которых лежат диа�
гонали соседних граней прямоугольного паралле�
лепипеда, измерения которого равны  a,  b,  c.

Эта задача требует разве что аккуратности в вы�
кладках, но ответ выглядит симпатично:

.
111

1

222 cba

h

++
=

Что особо любопытно, так это полное совпаде�
ние результата с формулой высоты прямоуголь�
ного тетраэдра, проведенной из вершины, при ко�
торой все плоские углы прямые (a,  b,  c — ребра
тетраэдра, выходящие из указанной вершины). Вы
можете объяснить такое совпадение? (Подсказ�
ка. Рассмотрите прямоугольный тетраэдр как
часть прямоугольного параллелепипеда.)

Однако сходу непонятно, как такая странная

A

G

U

V

K

A1

B1 C1

D1

D

CB

формула появилась, причем тут объем? Есть про�
стое объяснение. Произведение  0,5 a b sinϕ  — не
что иное, как площадь параллелограмма с диаго�
налями   a,  b  и углом  ϕ  между ними. Если такой
параллелограмм переместить с помощью парал�
лельного переноса на высоту  h,  то получится
параллелепипед именно с этими параметрами и
объемом как раз  0,5 a b h sinϕ.  А коэффициент

6

1
  даст нам объем соответствующего тетраэдра.

Осталось только понять, почему именно  ,
6

1
  но

это вы додумайте сами.
И еще. Из формулы (6) даром получается та�

кой, вообще говоря, неочевидный результат: если
по двум заданным скрещивающимся прямым дви�
жутся два отрезка фиксированной длины, то объ�
ем тетраэдра с вершинами в концах отрезков не
изменяется [?].

Девятый способ вычисления угла между скре�
щивающимися прямыми состоит в использовании
направляющих косинусов. Пусть три прямые  a,
b,  c  попарно перпендикулярны, а прямая  l  об�
разует с ними углы  α,  β,  γ  соответственно, тогда
верна формула

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1. (7)
Косинусы углов  α,  β  и  γ  называют направ�

ляющими косинусами прямой  l.
Выведите формулу (7) самостоятельно (это не�

сложно; для начала считайте, что все прямые име�
ют общую точку).

Зная только два из указанных углов, можно най�
ти третий. Как вы понимаете, совсем не обяза�
тельно, чтобы все прямые пересекались, а потому
по формуле (7) можно вычислить угол между скре�
щивающимися прямыми.

Примените этот способ в задаче 19.
Задача 19. Вычислите угол между прямой  DX

и прямой  AO1,  где точка  X — середина отрезка
CO1  (рис. 21). (Подсказка. Рассмотрите пирами�
ду  O1ADC.  Три попарно перпендикулярные пря�
мые – это  AC,  OD,  OO1.  Считайте куб единич�
ным. Сначала найдите углы между прямой  DX  и
каждой из прямых  OD  и  AC.)

Д е с я т ы й  с п о с о б нахождения угла между
скрещивающимися прямыми — координатный.
Его естественно применять, когда прямые заданы
уравнениями в системе координат. По сути дела
этот способ векторный, координатный он только
по форме.

Уравнение прямой в координатной форме вы�
глядит так:
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Рис. 21

Здесь  (x;  y;  z) — координаты переменной
точки прямой,  (x0;  y0;  z0) — координаты фикси�
рованной точки прямой,  (m;  n;  p) — координаты
направляющего вектора прямой (ненулевого век�
тора, параллельного прямой или лежащего на
ней).

Замечание. Аналогичное уравнение можно за�
писать и для прямой на плоскости; оно будет со�
держать вместо трех дробей — две (не будет тре�
тьей дроби).

Пусть прямая  a  задана уравнением

,
1

1

1

1

1

1

p

zz

n

yy

m

xx −=−=−

где  (x1; y1; z1) — координаты какой�либо ее точ�
ки,  (m1; n1; p1) — координаты направляющего век�
тора, а прямая  b  задана уравнением

,
2

2

2

2

2

2

p

zz

n

yy

m

xx −=−=−

где  (x2; y2; z2) — координаты какой�либо ее точ�
ки,  (m2; n2; p2) — координаты направляющего век�
тора. Формула для вычисления угла между пря�
мыми  a  и  b  получится, если выразить угол между
их направляющими векторами с помощью скаляр�
ного произведения и формулы длины вектора [?].

Несложно вывести и само уравнение (8), если
вспомнить векторное задание прямой: точка  X
принадлежит прямой  AB  тогда и только тогда,

когда выполняется равенство  ,АBtАХ ⋅=   где  t —
любое вещественное число [?]. Осталось перепи�
сать это равенство в координатах. Пусть вектор

АB   имеет координаты  (m; n; p).  Если  X(x; y; z),

A(x0; y0; z0),  то  АХ = (x – x0; y – y0; z – z0).  Отсюда
и получаем нужное нам уравнение [?].

Уравнение (8) выглядит любопытно в иных ча�
стных случаях. Вот пример тому.

Задача 20. Чему равен угол между прямыми  p
и  q,  заданными уравнениями  x = y = z  и

0

z
ух =−=   соответственно?

Что там такое в третьей дроби? Ноль в знаме�
нателе? Мы что же, делим на ноль? «Спокойст�
вие, прежде всего — спокойствие», как говорил
Карлсон, который живет на крыше.

Для начала перепишем уравнения прямых так,
чтобы были ясны координаты их направляющих
векторов. Уравнение прямой  p  будет выглядеть

так:  ,
111

zyx ==   а уравнение прямой  q  примет

вид  .
011

zyx =
−

=   Здесь третья дробь только по

виду означает деление, на самом деле наличие
нуля в знаменателе означает, что третья коорди�
ната направляющего вектора прямой  q  равна  0,
т.е. эта прямая перпендикулярна оси  z,  всего�то.
Итак, направляющие векторы прямых  p  и  q
имеют координаты  (1; 1; 1)  и  (1; –1; 0)  соответ�
ственно. Теперь вы можете получить нужный ре�
зультат самостоятельно [?].

Дальнейший разговор пойдет о том, как угол
между скрещивающимися прямыми помогает при
нахождении других углов: между прямой и плос�
костью; между плоскостями; двугранного угла.
Разговор этот будет коротким. Дело в том, что и
вычисление этих углов, и использование их для оп�
ределения других величин реализовано в громад�
ном числе задач. Оставим это для другой статьи.

Вычисление угла между прямой
и плоскостью

При нахождении угла между прямой и плоско�
стью можно, обойдя его определение, идти таким
путем. Если мы введем в рассмотрение нормаль
(перпендикулярную прямую)  n  к данной плос�
кости  α,  то угол  ϕ  между прямой  a  и плоско�
стью  α  будет дополнять до прямого угла угол  ϕ1

между прямой  a  и нормалью  n  к плоскости  α,
т.е.  ϕ + ϕ1 = 90о  (рис. 22). Найдя  ϕ1,  мы найдем
искомый угол  ϕ.

Находить таким способом угол между прямой
и плоскостью вполне «нормально», если помнить,
что угол характеризует отклонение. От какого на�
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правления отклоняется наша прямая? От направ�
ления нормали к плоскости.

Рис. 22

Работа с нормалью имеет и другое преимуще�
ство по сравнению с традиционным методом —
использованием проекции прямой на плоскость.
Эта проекция фиксирована и потому может ока�
заться не вполне удобной для вычислений, а нор�
маль можно провести через какую угодно точку
плоскости и выбрать такое положение нормали,
при котором вычислить нужный угол будет наи�
более просто.

Полезно знать основные нормали в кубе.
1. Ребро куба перпендикулярно граням, содер�

жащим его концы, а также и любому сечению,
параллельному этим граням (рис. 23).

Рис. 23

2. Диагональ грани куба перпендикулярна его
диагональному сечению, проходящему через вто�
рую диагональ той же грани (рис. 24), а также и
любому сечению, ему параллельному.
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Рис. 24

3. Диагональ куба перпендикулярна его сече�
нию, которое определяется тремя диагоналями
граней куба, скрещивающимися с данной диаго�
налью куба (рис. 25), а также и любому сечению,
ему параллельному.

Рис. 25

Нормаль выбирается произвольно, поэтому,
выбрав ее так, чтобы она пересекала данную пря�
мую, можно свести задачу к планиметрической.
Продемонстрирую этот способ нахождения угла
между прямой и плоскостью при решении следу�
ющей задачи.

Задача 21. Вычислите угол между диагональю
B1D  и плоскостью  BDA1  (рис. 26).

Нормалью к плоскости  BDA1  является, как из�
вестно, прямая  AC1,  и задача моментально сво�
дится к планиметрической — нахождению угла

A

A1

B1 C1

D1

D

CB

A

A1

B1 C1

D1

D

CB



19

МАТЕМАТИКА ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ, № 4, 2008

АКАДЕМИЯ МАТЕМАТИКИ

между диагоналями  B1D  и  AC1  в прямоугольни�
ке  AB1C1D  (см. рис. 26).

Рис. 26

Разумеется, здесь возможно применение век�
торного способа: сначала каким�то образом (ис�
пользуя координаты или обойдясь без них) вы�
разим нормальный вектор данной плоскости, а
затем с помощью скалярного умножения най�
дем угол между данной прямой и нормалью. На�
помню: если уравнение плоскости имеет вид
Ax + By + Cz + D = 0,  то координаты ее нормаль�
ного вектора —  (A;  B;  C).

Когда выбор нормали к плоскости очевиден,
проще использовать чисто векторный способ.
Вводим базис, затем выражаем через векторы ба�
зиса направляющий вектор данной прямой и на�
правляющий вектор нормали, после чего приме�
няем формулу для скалярного произведения век�
торов. Проделайте это в задаче 20 [?].

А вот как выглядит решение, в котором исполь�
зуются координаты. Пусть начало координат на�
ходится в точке  A,  а оси координат направлены
по лучам  AD,  AB,  AA1  (рис. 27).

Находим уравнение плоскости  BDA1,  оно та�
ково:  x + y + z = 1.  Координаты нормального
вектора этой плоскости — (1; 1; 1).  Направляю�
щий вектор  DB1   прямой  B1D  имеет координа�
ты  (1; –1; –1)  [?]. Дальнейшее очевидно — ис�
пользуйте скалярное умножение.

В этой задаче я показал общий способ реше�
ния. Разумеется, можно сразу искать координаты
направляющего вектора нормали к плоскости
BDA1  (прямой  AC1). Однако иногда проще соста�
вить уравнение плоскости, из которого даром по�
лучаются координаты нужного вектора, чем ис�
кать их иным способом.
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Рис. 27

Убедитесь в этом, решая следующую задачу.
Задача 22. Вычислите в кубе с ребром, равным

2,  угол между прямой  B1D  и плоскостью  BUA1

(рис. 28).

Рис. 28

В задаче 21 данная прямая и нормаль к плоско�
сти пересекались. В случае, когда эти прямые
скрещиваются, возможен выбор между разными
способами нахождения угла. Вот пример.

Задача 23. Многогранник составлен из двух
правильных четырехугольных пирамид  PABCD  и
QABCD,  у которых все ребра равны. Вычислите
угол между прямой  PС  и плоскостью  QAB.  (Под�
сказка. Нормаль к плоскости  QAB  проведите
через центр квадрата  ABCD.)
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        Рис. 29

Вычисление двугранного угла
(угла между двумя плоскостями)

При нахождении угла между плоскостями мож�
но миновать его определение и пойти иным пу�
тем. Если мы введем в рассмотрение нормали  nα
и  nβ  к данным плоскостям  α  и  β  соответствен�
но,  то угол  ϕ  между плоскостями  α  и  β  будет
равен углу между нормалями  nα  и  nβ  (рис. 30).

              Рис. 30

Как и в случае угла между прямой и плоско�
стью, существенно, что нормали можно выбрать
произвольно, а значит, сделать это наиболее эф�
фективно для дальнейшего решения задачи. Ино�
гда удается свести задачу к планиметрической,
выбрав нормали так, чтобы они пересекались.

Продемонстрирую данный способ на следую�
щем примере.

A D

СВ

P

O

Q

α

nα

nβ

ϕ

ϕ

Задача 24. Вычислите угол между плоскостью
A1BD  и плоскостью  ACD1  (рис. 31).

Рис. 31

Нормалью к плоскости
BDA1  является прямая
AC1,  а нормалью к плос�
кости  ACD1  — прямая
DB1  (см. рис. 31). Зада�
ча сразу сводится к
планиметрической —
определению угла
между диагоналями
B1D  и AC1 в пря�
моугольнике
AB1C1D.

Конечно,
здесь подойдет и
векторный способ:
сначала каким�то
образом (без коорди�
нат или с их помощью)
надо выразить направля�
ющие векторы нормалей
к данным плоскостям, а затем, используя скаляр�
ное умножение, найти угол между нормалями.
Проделайте это самостоятельно.

В решении задачи 24 нормали пересекались.
Если выбранные нормали окажутся скрещиваю�
щимися, предстоит сделать выбор между разны�
ми способами нахождения угла между ними.

Решите задачу 25, выбрав скрещивающиеся
нормали.

Задача 25. Многогранник составлен из двух пра�
вильных четырехугольных пирамид  PABCD  и
QABCD,  у которых все ребра равны. Вычислить угол
между плоскостью  ADQ  и плоскостью  PCD  (рис. 32).

A

A1

B1 C1

D1

D

CB

A D

СВ

P

Q Рис. 32
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АКАДЕМИЯ МАТЕМАТИКИ

Задачи
для самостоятельного решения

1. Докажите перпендикулярность противопо�
ложных ребер правильной треугольной пирами�
ды как можно большим числом способов.

2. Докажите, что в прямоугольном тетраэдре три
пары попарно перпендикулярных скрещивающих�
ся ребер.

3. Верно ли утверждение: два противополож�
ных ребра тетраэдра перпендикулярны тогда, ког�
да перпендикулярны ребра в каждой из двух дру�
гих пар противоположных ребер?

4. Верно ли утверждение: две прямые взаимно
перпендикулярны тогда и только тогда, когда суще�
ствует плоскость такая, что проекции данных пря�
мых на эту плоскость взаимно перпендикулярны?

5. а) Докажите, что в правильной треугольной
бипирамиде скрещивающиеся ребра боковых гра�
ней не могут быть взаимно перпендикулярны.

б) В какой правильной  n�угольной бипирами�
де* есть два взаимно перпендикулярных скрещи�
вающихся боковых ребра?

6. В основании прямоугольного параллелепи�
педа лежит квадрат. Могут ли быть перпендику�
лярными скрещивающиеся диагонали боковых
граней такого параллелепипеда?

7. В правильной треугольной пирамиде  ABCD
все углы при вершине  D  прямые. Вычислите угол
между прямыми  AN  и  DM,  где точка  M — сере�
дина ребра  AB,  а точка  N — середина ребра  CD.

8. В тетраэдре  ABCD  ребро  AD  перпендику�
лярно грани  ABC,  AD = AB = AC,  ∠BAC = ϕ.
Найдите угол между прямыми  AC  и  BD.

9. В правильной пирамиде  PABCD  высота  PQ
равна стороне основания. Точки  K,  L  и  M  –
середины отрезков  PC,  AB  и  PQ  соответственно.
Расположите в порядке возрастания углы между пря�
мыми:  а)  KQ  и  PD;  б)  KQ  и  BM;  в)  KQ  и  DL.

10. Боковые грани правильной шестиугольной
пирамиды — квадраты. Чему равен угол между
скрещивающимися диагоналями: а) соседних бо�
ковых граней; б) двух боковых граней, смежных с
одной и той же боковой гранью?

11. В правильной призме  ABCA1B1C1  все ребра
равны. Точки  K,  L,  M  — середины ребер  B1С1,
A1B1,  AC  соответственно. Расположить в порядке
убывания углы между прямыми:  а)  KL  и  A1C;
б) KL  и  BM;  в)  KL   и  AB1.

* Правильная  n�угольная бипирамида — многогранник,
составленный из двух равных правильных пирамид, которые
имеют общее основание.

12. Высота правильной четырехугольной приз�
мы вдвое больше ребра основания. Вычислите
угол между диагональю призмы и скрещивающей�
ся с ней диагональю боковой грани.

13. Дан куб  ABCDA1B1C1D1.  Сравните углы, ко�
торые прямая  B1D  образует с каждой из прямых
AL  и  CN,  где  L  и  N  — середины ребер  BB1  и
DD1  соответственно.

14. Дан куб  ABCDA1B1C1D1.  Точка  X  движется
по границе грани  A1B1C1D1  от  A1  к  D1.  Как при
этом изменяется угол между прямыми  AC  и  DX?

15. В каких границах изменяется угол между
прямыми, одна из которых проходит через фик�
сированную образующую боковой поверхности
равностороннего конуса, а другая является «по�
движной» касательной к окружности основания
и может проходить через любую ее точку?

16. В каких границах изменяется угол между
прямыми, одна из которых проходит через диаго�
наль фиксированного квадратного осевого сече�
ния цилиндра, а другая является «подвижной» ка�
сательной к окружности основания и может про�
ходить через любую ее точку?

17. На сфере проведены меридиан и параллель.
В каких границах изменяется угол между прямы�
ми, одна из которых является касательной к мери�
диану в общей точке меридиана и параллели, а
другая является «подвижной» касательной к парал�
лели и может проходить через любую ее точку?

18. Дан куб  ABCDA1B1C1D1.  Точка  X  движется
по ребру  DD1  от  D  к  D1,  точка  Y  движется по
ребру  CC1  от  C  к  C1.  Движение начато одновре�
менно и идет с одной и той же скоростью. Как
изменяется угол между прямыми  AY  и  BX?

19. Дан куб  ABCDA1B1C1D1.  Нарисуйте отрезок
AX  с концом на грани  A1B1C1D1  такой, что пря�
мая  AX  образует равные углы с каждой из пря�
мых  B1C1  и  CD,  а также угол  45o  с прямой  CC1.

20. Нарисуйте сечение правильного тетраэдра
плоскостью:  а) проходящей через его центр масс
и перпендикулярной двум его скрещивающимся
ребрам;  б) проходящей через вершину и образу�
ющей равные углы с двумя гранями, содержащи�
ми эту вершину;  в) проходящей через центр од�
ной из граней и образующей равные углы с двумя
гранями, одна из которых содержит этот центр;
г) проходящей через центр масс и образующей
равные углы с двумя гранями.

21. Нарисуйте сечение куба плоскостью:  а) про�
ходящей через вершину куба и образующей рав�
ные углы с двумя скрещивающимися его ребра�
ми, не содержащими эту вершину;  б) проходя�



МАТЕМАТИКА ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ, № 4, 2008

22 МАТЕМАТИКА ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ        4 / 2008

щей через вершину куба и образующей равные
углы с гранью, содержащей эту вершину и диаго�
нальной плоскостью, не содержащей ее;  в) про�
ходящей через центр куба и образующей равные
углы с его двумя смежными гранями.

22. Является ли треугольная пирамида правиль�
ной, если угол между каждой парой противопо�
ложных ребер один и тот же и при этом у нее
равны:  а) 5 ребер;  б) 4 ребра, причем три из них
лежат в одной грани;  в) 4 ребра, причем никакие
три не лежат в одной и той же грани;  г) 3 ребра,
лежащие в одной и той же грани?

23. Какими свойствами обладает тетраэдр с тре�
мя парами взаимно перпендикулярных противо�
положных ребер?

Тесты
В предлагаемых тестах постарайтесь установить,

истинно или ложно каждое из сформулирован�
ных утверждений.

Тест 1. Прямые  a,  b,  c  попарно скрещивают�
ся. Тогда:

а) для любых прямых  a  и  b  найдется прямая
c,  перпендикулярная и  a,  и  b;

б) для любых прямых  a  и  b  найдется прямая
c,  образующая и с  a,  и с  b  угол, равный  ϕ;

в) для любых прямых  a  и  b  найдется прямая
c,  образующая с  a  угол, равный  ϕ1,  а с  b —
угол, равный  ϕ2.

Тест 2. Прямые  a,  b,  c  попарно скрещивают�

ся и попарно взаимно перпендикулярны. Тогда
для любых таких прямых  a,  b,  c  найдется:

а) прямая, образующая с каждой из данных пря�
мых один и тот же угол;

б) прямая, образующая с двумя из данных прямых
равные углы, а с третьей прямой — заданный угол;

в) прямая, образующая с каждой из данных пря�
мых заданные углы;

г) плоскость, образующая с каждой из данных
прямых один и тот же угол;

д) плоскость, образующая с двумя из данных
прямых равные углы, а с третьей прямой — за�
данный угол.

Тест 3. Плоскости  α  и  β  не параллельны и
прямая  p  не параллельна каждой из них. Тогда:

а) для любых плоскостей  α  и  β  найдется
прямая  p,  образующая с ними равные углы;

б) для любых плоскостей  α  и  β  найдется
прямая  p,  образующая с плоскостью  α  угол,
равный  ϕ1,  а с плоскостью  β — угол, равный  ϕ2.

Тест 4. Плоскости  α,  β  и  γ  не параллельны
между собой. Тогда:

а) для любых плоскостей  α  и  β  найдется
плоскость  г,  перпендикулярная и  α,  и  β;

б) для любых плоскостей  α  и  β  найдется
плоскость  г,  образующая и с  α,  и с  β  угол,
равный  ϕ;

в) для любых плоскостей  α  и    найдется пло�
скость  г,  образующая с  α  угол, равный  ϕ1,  а с
β — угол, равный  ϕ2.

Основным понятием криптографии является
понятие шифра. Шифр является совокупностью
некоторых алгоритмов, преобразующих открытый
конфиденциальный текст в хаотический набор
знаков (букв, чисел или специально придуманных
символов), называемый шифртекстом. Алгоритм
шифрования является обратимым, то есть позво�
ляет из шифртекста восстановить исходный текст.
Процесс преобразования шифрованного текста в

Ю.И.Гольев, Д.А.Ларин, Г.П.Шанкин

КРИПТОГРАФИЯ И МАТЕМАТИКА

Криптография (в переводе с греческого языка — тайнопись) —
это область научных, прикладных, инженерно�технических исследований
и практической деятельности, которая связана с обеспечением
информационной безопасности, а также преодолением
криптографических средств защиты информации (криптоанализ).

открытый называется расшифрованием. Эти пре�
образования зависят от секретного ключа. Смена
ключа приводит к появлению другого шифртекс�
та. Приведем примеры шифров, которые челове�
чество использует с глубокой древности.

Шифр простой замены
Шифр простой замены характеризуется тем, что

при его использовании отдельные части открыто�


