

Итак, законы Ньютона в принципе позволяют решить самую общую задачу механики:
зная начальное состояние тела, т.е. его положение х0 и скорость v0, предсказать (вычислить) состояние тела в интересующий нас последующий момент времени:
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Но чтобы воспользоваться вторым законом и решить конкретную задачу, нужно еще знать вид силы (или сил), действующей на тело в конкретном случае: от каких параметров тела сила зависит (масса, размер тела, скорость, электрический заряд...) и как (прямо пропорционально, квадратично...), как эта сила зависит от расстояния до тела-источника силы, зависит ли она от свойств среды между телами (плотность, проводимость...) и т.д. Короче, для решения реальной задачи нам необходимо знать законы поведения сил.


Тут я временно умолкаю, потому что вижу поднятую руку моего Сомневающегося Ученика (сомнение - мать открытия!):

- Простите, но разве по второму закону Ньютона любая сила F не равна ma? Вы ведь сами говорили, что для всех сил закон един, подобно тому, как все избиратели, независимо от их профессии, участвуют в выборах по одному и тому же закону - один человек - один голос, так?

           - Все это правда, но... Чтобы определить положение и скорость тела в нужный момент времени, требуется знать ускорение тела a. Второй закон как раз и позволяет найти ускорение: a=F/m. Т.е. нужно знать силу независимо от ускорения, без знания ускорения. Наоборот: сначала знаем силу, а потом по ней находим ускорение. То, что Вы предложили, это, пользуясь вашим же примером, - попытка определить профессии голосовавших по их бумажкам, которые они опустили в урну для голосования.


Вернемся к силам. 
Общий   план

1.
Сила   тяготения

2.
Сила   упругости

3.
Сила   трения
Мы знаем, что разных сил очень много, и у каждой, наверно, свои законы поведения... Это так. Но оказывается (опыт показал!), что практически любые движения тел в классической механике определяются всего тремя силами: тяготения, упругости и трения. Что ж, возблагодарим судьбу за то, что мы живем в нехудшем из миров. А нашей ближайшей задачей как раз и будет знакомство с законами поведения этих трех сил. Начнем с силы тяготения.
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Введение


Все в этом мире притягивается ко всему. И для этого не нужно обладать какими-то специальными свойствами (электрическим зарядом, участвовать во вращении, иметь размер не меньше какого-то...). Достаточно просто существовать, как существует человек или Земля, или атом. Тяготение или, как часто говорят физики, гравитация - самое универсальное взаимодействие.


В мире людей, машин, мебели, деревьев, в мире тел не самых маленьких (совсем незаметных), но и не самых больших, таких, как Солнце, - практически все определяется двумя силами: электромагнитной и гравитационной.

- А как же сила упругости и сила трения? 

При ближайшем рассмотрении (не сейчас, потом, не в механике!) обе эти силы оказываются электромагнитного происхождения. Но внешние проявления этих сил вроде бы разные: одно дело пружина и деформации, а совсем другое - скольжение по неровной поверхности. Поэтому в механике, где не занимаются ближайшим рассмотрением природы сил, различают силу упругости и силу трения, а соответственно и их законы поведения.


Продолжим обзор арен, на которых выступают силы. В мире великанов - планет, Солнца, других звезд, галактик - гравитационная сила вообще становится главным фактором их поведения. У “лилипутов” - ядер, микрочастиц - свой рейтинг сил: хотя гравитация существует и там, но она совсем незаметна рядом с другими взаимодействиями (ядерными и т.д.).


И все-таки: все притягивается ко всему. Но как именно? По каким законам? Как это ни удивительно, закон этот один, и причем, он один и тот же для всех тел во Вселенной - и для звезд, и для электронов...

1.                          ЗАКОН   ВСЕМИРНОГО   ТЯГОТЕНИЯ

1.1
Легенда
                                                                                               “Был этот мир глубокой тьмой окутан.

                                                                                                 Да будет свет! И вот явился Ньютон.”

                                                                                                                                      (А. Поп)


В 1665 году в Лондоне была чума. Занятия в Тринити-колледже отменили. Ньютону было 23 года. Он не то заканчивал учиться, не то уже преподавал. Ньютон уехал в провинцию, на ферму, “на дачу”. Была осень. Светило солнце.
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После обеда Ньютон пошел в сад и сел под яблоней, прислонившись к ней спиной. Он думал о движении небесных тел - Луны, планет - по своим орбитам. О том, что формы и размеры любых орбит должны получаться из одного и того же закона.

Ньютон задремал. В этот момент созрело историческое яблоко и упало прямо на голову гению.   Когда Ньютон очнулся (от сна), он уже знал, что


падение яблока и движение Луны должны подчиняться одному и тому же закону!
    Но возможно ли это - ведь яблоко падает на Землю, а Луна вращается вокруг нее?!

Возможно. И чтобы это понять, сегодня нет необходимости быть Ньютоном (в этом и состоит прогресс!).

1.2
Закон


Итак, не ранее 1665 г., но и не позднее 1667 г., Ньютон сформулировал закон всемирного тяготения:

любые два тела (а точнее, две материальные точки) притягиваются по направлению друг к другу с силой, прямо пропорциональной их массам и обратно пропорциональной квадрату расстояния между ними:

F = ( (m1m2)/R2
Здесь ( - постоянный коэффициент, один и тот же для любой пары тел во Вселенной, независимо от их масс и от расстояния между телами. Коэффициент ( называют всемирной гравитационной постоянной.

1.3
                       Путь к закону 


Как известно, всякое открытие проходит три стадии: Что за чушь?! , В этом что-то есть... и Кому же это не очевидно?!  Попробуем и мы пройти этот путь (хотя бы частично): вместо того, чтобы (из почтения к Ньютону) просто принять к сведению, записать, запомнить, обвести в рамочку этот закон, порассуждаем на основе известных нам фактов и выводов, чтобы прийти к почти очевидности или, по крайней мере, естественности закона. Только тогда мы с чистой совестью сможем сказать, что мы понимаем закон всемирного тяготения.


Исторически дело было так. Астроном из Дании Тихо Браге почти 20 лет наблюдал (без телескопа, невооруженным глазом!) за движением планет и записывал их положения. Потом он умер, и уже его помощник, математик Иоганн Кеплер, проанализировал записи учителя и сформулировал три закона движения планет:

- первый: по каким орбитам они движутся вокруг Солнца (оказалось - по эллипсам);

----------------
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Эллипс - замкнутая кривая, которую вы можете легко нарисовать. Привяжите к двум концам нитки по булавке, воткните булавки в лист бумаги так, чтобы нитка была свободна, натяните нитку карандашом и двигайте карандаш грифелем по бумаге - получится овал. Это и есть эллипс. Его вид и размеры зависят от длины нити и от расстояния между булавками. В роли грифеля выступает планета, одна из булавок выполняет роль Солнца.

-------------------

- Второй закон Кеплера говорит о том, как меняется скорость движения планет в зависимости от расстояния до Солнца.

- Третий закон связывает время одного оборота планеты (периода обращения) с размерами ее орбиты.


Ньютон принял эстафету Кеплера. К счастью, от Англии 17-го века нам осталось немало архивов, писем... Проследим за рассуждениями Ньютона. 


Надо сказать, что орбиты большинства планет мало отличаются от круговых. Поэтому будем считать, что планета движется не по эллипсу, а по окружности радиуса R - это не меняет сути вывода, но сильно упрощает математику. Тогда третий закон Кеплера (он остается в силе, ведь окружность - частный случай эллипса) можно сформулировать так:
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 квадрат времени одного оборота по орбите (T2) пропорционален кубу среднего расстояния  (R3) от планеты до Солнца:

                                                   T2=CR3   (экспериментальный факт).

Здесь С - некоторый коэффициент (постоянная - одна и та же для всех планет).


Т.к. время одного оборота T можно выразить через среднюю скорость движения планеты по орбите v: T=2(R/v, то третий закон Кеплера принимает следующий вид:

                                                   4(2R2/v2=СR3.  

Или после сокращения                 4(2 /v2=СR.                                          (*)


Теперь учтем, что согласно второму закону Кеплера движение планеты по круговой траектории происходит равномерно, т.е. с постоянной по величине скоростью. Из кинематики нам известно, что ускорение тела, движущегося по окружности с постоянной скоростью, будет чисто центростремительным и равным v2/R. А тогда сила, действующая на планету, по второму закону Ньютона будет равна

                                                               F=ma=m v2/R.


Выразим отношение v2/R из закона Кеплера (*):            

 v2/R=4(2 /СR2
и подставим его во второй закон Ньютона:

F= m v2/R=m4(2 /СR2 = k(m/R2),

где к=4(2 /С - постоянная для всех планет величина.

Итак, для любой планеты сила, действующая на нее, прямо пропорциональна ее массе и обратно пропорциональна квадрату ее расстояния от Солнца:

F=k(m/R2).


Если планета движется именно вокруг Солнца, то логично заподозрить в попытке искривить его траекторию именно Солнце. 

(Если вы издалека наблюдаете, как вокруг спортсмена вращается спортивный молот, то вы непременно сделаете вывод, что это сам спортсмен с помощью ручки молота вращает его, спортсмен - источник силы.)


Более строго этот вывод (Солнце - источник силы, действующей на планету) следует из первого закона Кеплера.

--------------------


Но если Солнце притягивает планету с силой F, то и планета (по третьему закону Ньютона) должна притягивать Солнце с той же по величине силой F. Причем, эта сила по своей природе ничем не отличается от силы со стороны Солнца: она тоже гравитационная и, как мы показали, тоже должна быть пропорциональна массе (на сей раз - Солнца) и обратно пропорциональна квадр ату расстояния: F=k1(M/R2). Обратите внимание, что здесь коэффициент к1 - свой для каждой планеты (возможно, он даже зависит от ее массы!).


Приравнивая обе силы тяготения, мы получаем: km=k1M. Это возможно при условии, что k=(M, а k1=(m, т.е. при F=((mM/R2), где ( - постоянная - одна и та же для всех планет.

------------------------

Наш постоянный слушатель Вася Ч. спрашивает: 

- А нельзя ли считать (=1, как мы поступили с коэффициентом во втором законе Ньютона?

Отвечаем Васе:

- Нельзя! Дело в том, что единицы всех физических величин, входящих в закон всемирного тяготения (масса, расстояние, сила) были уже выбраны (до появления этого закона). Поэтому всемирная гравитационная постоянная ( не может быть любой - при выбранных нами единицах величин - только такой, какой ее выбрала природа. Измерения дают примерное значение   

( = 6,7 х10-11  Н.м2/кг2 .

------------------------


Итак, Ньютон получил замечательный закон, описывающий гравитационное взаимодействие любой планеты с Солнцем:


Следствиями этого закона оказались все три закона Кеплера. Это было колоссальным достижением - найти (один!) закон, управляющий движением всех планет солнечной системы. Если бы Ньютон ограничился только этим, мы все равно вспоминали бы его при изучении физики в школе и называли бы выдающимся ученым. 


Но Ньютон был гением: он предположил, что тот же самый закон управляет гравитационным взаимодействием любых тел, он описывает поведение Луны, вращающейся вокруг Земли, и яблока, падающего на Землю. Это была удивительная мысль, ведь общее мнение было - небесные тела движутся по своим (небесным) законам, а земные (мирские) тела - по своим, “мирским” правилам. Ньютон предположил единство законов природы для всей Вселенной.


Закон всемирного тяготения - один из лучших примеров, показывающих, на что способен человек.

1.3.1

------------------------------------------

В:
Почему не притягивают друг друга люди, столы, арбузы (и яблоки!)?


Потому что для таких взаимодействий силы гравитации очень малы. Сделаем оценку для притяжения двух людей, стоящих в метре друг от друга:


F==(mM/R2 = 6,7.10-11(60)(60)/12~ 2,4.105.10-11 ~ 2,4.10-6Н  - с такой силой неподвижная гирька массой 2,4.10-7 кг, т.е. 0,00024 г давит на стол. Но все-таки и этой силы хватило бы для движения навстречу друг другу, хотя и медленному.
-----------------------------------------

В:
Оцените: за какое время эти два человека сблизились бы на 3см?

-----------------------------------------

Но сдвинуться им мешает сила трения. Она примерно равна 30% от веса тела. Оценим ее величину:

F = 0,3. 60.10 ≈ 180 Н . Сравните с Fgrav = 2,4.10-6 Н. Разница в 8 порядков! Трение в 100 миллионов раз сильнее гравитации!

-------------------------------------

1.4
Земля и яблоко 


Всегда ли, в любой ли ситуации  верен закон всемирного тяготения?

Мы уже упоминали, что закон верен для гравитационного взаимодействия двух материальных точек, т.е. для тел, находящихся на расстоянии много большем их собственных размеров. Хороший вариант - планета и Солнце.


Слышу голос Внимательного Ученика: - А яблоко и Земля?

- Все верно: расстояние от яблока до поверхности Земли, конечно, много меньше размеров Земли (земного радиуса). Поэтому Землю в этой ситуации нельзя считать материальной точкой.


Так вот, и все-таки Землю тоже можно считать материальной точкой, и спокойно пользоваться всемирным законом тяготения.


Дело вот в чем. Опыт (эксперименты) показывает, что гравитационные силы, как и все другие силы в механике, удовлетворяет принципу независимости: 

действие любой силы не зависит от наличия других сил.
(Каждая сила действует сама по себе, на нее никак не влияют другие, одновременно действующие силы.) 

В результате сила, действующая на наше яблоко одновременно со стороны нескольких материальных точек, будет равна просто векторной сумме этих сил.
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А теперь мысленно разобьем Землю - шар на такие малые кусочки-части, чтобы каждый кусочек можно было считать материальной точкой. Фактически необходимо, чтобы размеры этих элементов Земли были бы много меньше расстояния от яблока до данного элемента. Теперь можно векторно сложить все эти многочисленные силы, действующие на яблоко со стороны всех элементов, и получить суммарную силу притяжения яблока Землею. 


Видно, что задача получения суммарной силы обладает некоторой симметрией: одни элементы находятся поближе к яблоку, другие подальше - но число и тех, и тех вроде одинаково. То же самое касается малых элементов, лежащих левее, правее и вообще по любому направлению от прямой яблоко - центр Земли. Поэтому, я надеюсь, Вы не очень удивитесь, если я сообщу Вам сразу готовый результат математических подсчетов: оказывается, если Землю можно считать однородным (т.е. одинаковой плотности) шаром или даже шаром со сферически симметричным распределением массы, то для закона всемирного тяготения ее (Землю) можно заменить на  материальную точку с массой, равной массе всей Земли, и расположенную там, где находится центр Земли. (Разумеется, все это верно лишь для притяжения яблока, находящегося снаружи, а не внутри Земли.


Итак, гравитационное притяжение яблока к Земле можно описать законом всемирного тяготения:

                                                              F=(mM/R2                                                          ,

где m - масса яблока, M - масса Земли, а R - расстояние от яблока до центра Земли.


Если яблоко находится прямо на поверхности Земли или на такой высоте над Землей, которая много меньше земного радиуса (а это примерно 6400 км), то R  -  это радиус Земли. В этом случае выражение для гравитационной силы можно упростить.

Смотрите сами: ( - универсальная константа, масса Земли М и радиус Земли R - тоже постоянные величины, поэтому произведение (M/R2 можно назвать новой постоянной: g = (M/R2 . Тогда сила тяготения тела массы m к Земле будет выглядеть так: 

F=mg. 

--------------------------------

В:
Покажите, что размерность комбинации (M/R2=g будет м/с2.

-------------------------------------------

Новая константа носит имя “ускорения свободного падения”. Почему так? Сравните полученное выражение со вторым законом Ньютона. 

Свободное падение - это движение только под действием силы тяжести. Тогда Fgr=ma или mg=ma, т.е. a=g - при свободном падении любое тело, независимо от его массы, движется вблизи поверхности Земли с одним и тем же ускорением - ускорением свободного падения g.


Что касается численного значения величины g, то ее можно получить, подставив в выражение  g = (M/R2 . Масса Земли М= : g=6,7х10-11 х 6х1024 / (6,4x106)2 = 9,8 м/с2 .

Итак, полезно помнить, что ускорение свободного падения любого тела вблизи поверхности Земли 
                                                                                                                      (при h((R!)
Заметим, что наши рассуждения насчет взаимодействия Земли и яблока можно обобщить на взаимодействие любых сферически однородных масс (или масс со сферически симметричным распределением плотности): любая пара таких тел будет притягивать друг друга так же, как пара материальных точек, расположенных в центрах сфер и имеющих массу сферического тела.

РИС

Это утверждение можно математически строго доказать (см., например, БК-1). 

--------------------------------

В:
Согласно закону всемирного тяготения, при очень малом расстоянии между телами сила их притяжения становится очень большой. Почему тогда мы без проблем поднимаем одно тело с поверхности другого?

О:
В описанной ситуации тела нельзя считать материальными точками. Следовательно, ЗВТ не работает.

---------------------------------

1.5
Гравитация  внутри Земли


Для симметричных шарообразных тел работает закон обратных квадратов

F ( 1/R2,

по крайней мере, вне пределов самих тел.


А что будет внутри шара? Каким будет там поле тяготения самого шара?

Оказывается, внутри тела с тяготением все будет совсем иначе, чем снаружи. Сообщим (без доказательства) результат:

в точке, отстоящей от центра однородного шара (масса М, радиус R) на расстояние r <R, сила, действующая на точечное тело массы m, будет такой:

Fgr=((mM/R2)(r/R)=mg(r/R).

Иначе говоря, внутри гравитирующего однородного шара сила будет расти прямо пропорционально расстоянию:

           Fgr
          mg

                    (r 

                                                    (1/r2
              0              R                     r

Математика (отсылаем заинтересованных товарищей по тому же адресу - БК, с.145) говорит нам, что сила тяготения в любой внутренней точке шара такая, как - будто она создается только внутренней по отношению к этой точке частью шара, а все вышележащие слои массы никак не работают:

РИС

1.6.1                 Почему Луна не падает на Землю

-----------------------

РИС


Луна падает, но не может упасть. И вот почему. Движение Луны вокруг Земли является результатом компромисса между двумя “желаниями” Луны: двигаться по инерции - по прямой (из-за наличия скорости и массы) и падать “вниз” на Землю (тоже из-за наличия массы). Можно сказать так: всемирный закон тяготения призывает Луну упасть на Землю, но закон инерции Галилея “уговаривает” ее вообще не обращать на Землю внимания. В результате получается нечто среднее - орбитальное движение: постоянное, без окончания, падение.

1.7
Две  массы


Честно говоря, я давно ждал такого вопроса:

- При выводе закона всемирного тяготения мы использовали массу из второго закона Ньютона, т.е. инертную массу. А в получившемся в результате законе всемирного тяготения масса - показатель совсем другого: способности к тела к гравитационному взаимодействию. Согласитесь, это не то же самое, что реакция на попытку изменить его скорость. Как же так?

Удивительно точное наблюдение! Действительно, 

в законах Ньютона фигурирует одна масса - инертная.
Ее можно измерить динамически, 
РИС

а при движении тела под действием измеряемой силы и через (путь и время) измеряемое ускорение: min=F/a.


В законе всемирного тяготения  другая масса - гравитационная. 
Гравитационная масса mgr - количественная характеристика способности тела участвовать в гравитационном взаимодействии.
 Она и измеряться должна по-другому, статически.
РИС

Неподвижное измеряемое тело подвешивают на пружине динамометра вблизи Земли. Земля действует на него “вниз” с силой Fgr=mgrg. А пружина дейcтвует вверх с измеряемой силой F0 .Т.к. тело неподвижно, то F0 = mgrg. Отсюда получаем: 

mgr=F0/g.
Обратите внимание, что измерение гравитационной массы основано на законе всемирного тяготения, а не на втором законе Ньютона.

-------------


Правильная запись второго закона Ньютона для свободно падающего тела должна выглядеть так:                                                                             mgrg=mina.

Многочисленные эксперименты (давно, начиная еще с Галилея) показывают, 

что ускорение любых свободно падающих тел, не зависит от их массы, т.е. оно постоянно:

a=(mgr/min)g = const

Поэтому можно сказать, что эксперимент утверждает пропорциональность двух масс:
mgr/min = const ( mgr=const min
А при соответствующем выборе единиц измерения (так и поступают!) обе массы можно сделать просто равными и говорить просто о массе:             

mgr=min=m .


Совпадение инертной и гравитационной масс одного и того же тела многократно проверялась на опытах. В настоящей момент это утверждение проверено с точностью до 0,000 000 000 1 % .


Интересно, что для классической механики совпадение инертной и гравитационной масс - просто любопытный и удобный экспериментальный факт. Но механика Ньютона вполне может обойтись и без него, она никак не основана на этом факте.


Но в начале ХХ века была создана более общая (чем ньютоновская) теория гравитации (т.н. общая теория относительности). Там факт совпадения инертной и гравитационной масс является основным постулатом. Автор этой теории, Альберт Эйнштейн, увидел в этом факте глубокий намек природы на то, что на самом деле нет двух масс, масса едина, могут быть лишь различные ее проявления.

---------------------

РИС             Математика - едина, а геометрия и алгебра - просто разные ее проявления!

------------------------------

В:
Почему Земля сообщает всем телам одно и то же ускорение независимо от их масс?

-------------------------------

В:
На все тела на Земле действует притяжение Солнца. Ночью эта сила складывается с силой притяжения Земли, а днем (Солнце над головой) - вычитается. Следовательно, ночью все тела тяжелее. Да или нет?

О:
Нет. Земля тоже притягивается Солнцем.

-------------------------------

1.8                      Вес   тела


Есть физический термин, который хорошо известен всем, даже тем, кто не очень осведомлен в физике - это вес. 

В газете пишут: “борец тяжелого веса” (в разделе спортивных новостей) или “политический тяжеловес” (в политическом обзоре). А вот из комментария экономиста: “...удельный вес налоговых поступлений в новом бюджете...”

О чем идет речь? Бытовой смысл понятия “весомости” чего-то нам понятен. Кстати, если подумать, он примерно совпадает с тем, что мы назвали гравитационной массой. Зачем же еще одно понятие? Строго говоря, действительно незачем. Понятие веса тела для физиков является устаревшим, практически неупотребляемым. Но уж больно широко вошло это понятие в общенародное сознание. Поэтому в школьном курсе физики оно до сих пор сохранилось. Но в физике 
вес - не то же самое, что масса.

У них даже размерность разная!


Вес тела Р - это сила, с которой тело действует на опору или подвес, препятствующие его свободному падению вследствие притяжения тела к Земле.

-------------------

РИС 

-------------------


Отметим сразу, что вес - это сила, соответственно вес - вектор, в системе SI вес измеряется в ньютонах (а масса - в килограммах).


Очень важно: вес приложен не к самому телу, а к опоре или к подвесу.


В том частном случае, когда опора или подвес неподвижны относительно Земли, вес тела Р равен силе тяжести, действующей на тело F=(mM/R2.

(Попробуйте аккуратно разобраться: почему).


Есть еще один случай, когда P=Fтяг: если опора или подвес движутся равномерно и прямолинейно в системе отсчета, связанной с Землей.

---------------------------------

Приведем один пример.

РИС

Пусть лифт с человеком массы m движется вертикально вниз (к поверхности Земли) с ускорением а. Воспользуемся и.с.о. “Земля”. На человека действуют две силы: притяжение Земли F=mg (вниз) и сила реакции опоры (пола лифта) N, направленная вверх. По второму закону Ньютона    N - mg= - ma (мы учли направление сил и направление ускорения лифта - вниз). Тогда N=m(g-a).  Но по третьему закону Ньютона вес человека (сила, с которой он действует на пол) равна по величине силе N! Поэтому вес человека в таком лифре будет равен P=m(g-a). Из полученной нами формулы можно сделать интересные выводы:

- вес тела может быть больше силы тяжести: P(mg  при (-а) (0, т.е. при а(0 - это ускорение лифта, направленное вверх!;

- вес тела равен нулю при ускорении лифта a=g;

- вес равен силе тяжести P=mg при отсутствии ускорения у лифта (а=0) - но при этом лифт не обязан быть неподвижным! Может - но не обязан.

- вес тела P(mg при a(g, но направленном вверх, т.е. а(0.
- если же ускорение лифта направлено вверх, но оно большое: a(g, то получается P(0 !

-------------------

В:
Что такое отрицательный вес? Как это понимать?
-------------------

В заключение сформулируем общий вывод:
если опора или подвес тела движутся с ускорением относительно Земли, то вес тела будет определяться по формуле:

P=m(g - a)

Проверьте, что она - эта формула - правильно описывает все изученные нами случаи.

-------------------------------------

В:
В лифте находится ведро воды, в котором плавает мяч. Как изменится глубина погружения мяча, если лифт будет двигаться с ускорением а) вверх? б) вниз?

О:
При движении лифта вес мяча и вес вытесненной им воды меняются в одинаковое количество раз. Поэтому глубина погружения мяча не изменится.

--------------------------------------
Задача. Определите вес машины массы m, проезжающей по «выпуклому» мосту радиуса R со скоростью v.  То же – для вогнутого моста того же радиуса. Понятно ли, почему мосты чаще делают «выпуклыми»?
РИС

1.8а

Зависит ли вес тела от места взвешивания?


Да, зависит. Причем, по нескольким причинам. И первой из них обычно называют - несферичность Земли.

Действительно, Земля - не совсем шар, она слегка приплюснута с полюсов. Т.е. на полюсах расстояние от поверхности Земли до ее центра меньше, чем в других местах. А на экваторе наоборот - самое большое расстояние до центра Земли. Поэтому часто говорят (и даже пишут), что сила тяготения F=(mM/R2 на полюсе будет максимальной, а на экваторе - минимальной. Вес, конечно, это не сила тяжести, но, во всяком случае, вес зависит от силы тяжести. И приплюснутость Земли приводит к тому, что чем ближе к полюсу производится взвешивание, тем больше будет вес тела, не намного, но больше. Только из-за неидеальной геометрии Земли.


Эти рассуждения неправильны! Они основаны на незаконном применении закона всемирного тяготения (F(1/R2). Как известно, этот закон работает для тел, которые можно считать материальными точками и для тел со сферически симметричным распределением массы. Наш случай - ни то, ни другое. Все дело в существенной для нас несферичности Земли.
Представьте себе предельный случай: очень сильно сплюснутая Земля, практически блин. Тогда, согласно закону, вес тела на полюсе будет ужасно большим (R очень мал!). А на самом деле? Из симметрии ясно, что сила, действующая на тело, расположенное в центре блина, будет практически нулевой.


Итак, несферичность Земли, безусловно, влияет на измерение веса тела в различных точках ее поверхности. Но как? Это требует более аккуратного и сложного анализа, чем тот, который был приведен выше.

1.8в

Но есть еще одно обстоятельство: Земля вращается вокруг собственной оси. К чему это приводит? 

Сначала о ситуации на экваторе. Если вес тела на полюсе равен Р0=mg, то на экваторе тело участвует во вращении с угловой скоростью ( (скорость вращения Земли вокруг своей оси). Как обычно, на тело действуют две силы: гравитационная Fgr=mg со стороны Земли, она направлена по радиусу к центру, и сила реакции земной поверхности N. 

РИС

Тогда по 2 закону Ньютона

mg - N = m(2R

По третьему закону Ньютона вес тела Р=N (по величине). Тогда

mg - P = m(2R

(                                                                      Pэ=mg - m(2R = m(g - (2R)
Оценим, на сколько процентов уменьшается ускорение свободного падения вследствие вращения Земли. Для этого попробуем найти отношение (2R/g. Мы знаем период вращения Земли: 

Т=24 часа=24х3600с=86400с.

Отсюда (=2(/Т и (2R/g=(4(2/Т2)R/g(4x10x6400x1000/(86400)2(0,0034. Т.е. примерно 0,34% .Не слишком много для большинства задач.


Заметим, что в общем случае (тело расположено на произвольной географической широте) направление веса не совпадает с направлением силы тяжести (вдоль радиуса Земли).

Пусть взвешиваемое тело расположено на географической широте (. (Напомним, что широта - это просто угол между направлением на экватор и направлением на само тело.)

РИС

Как обычно, на тело действуют две силы: гравитационная Fgr=mg со стороны Земли, она направлена по радиусу к центру, и сила реакции земной поверхности N. Хитрость состоит в том, что N должна быть направлена так, чтобы сложившись (векторно!) с Fgr , дать суммарную силу, которая может обеспечить равномерное вращение тела по окружности с центром в точке С. 

Видно, что между N (и следовательно, P) и Fgr имеется некоторый угол (у нас угол().
----------------------------------------------

1.8с
Гравитационный бизнес

В:
Нельзя ли как-то заработать на зависимости веса тела от географической широты?
-----------------------------------------------

В:
При какой продолжительности земных суток вес тела на экваторе станет нулевым?

-------------------------------------------

В:
Почему мы не замечаем движения Земли вокруг Солнца, хотя скорость этого движения равна примерно 30 км/c?

О:.
Нормальное ускорение Земли много меньше ускорения силы тяжести на Земле.

--------------------------------------
В:
Человек, стоя на платформе весов, быстро приседает и выпрямляется. Как меняются показания весов во время этого движения?

О:
Вес тела зависит не от скорости его движения, а от ускорения! В начале приседания ускорение туловища человека направлено вниз, и вес тела (показания весов) уменьшается. В конце приседания ускорение направлено вверх, и вес увеличивается. При выпрямлении вес человека сначала увеличивается, а затем уменьшается.

---------------------------------------

1.9
Гравитационное поле


Сила тяготения, в отличие от сил трения и упругих, не является контактной силой. Здесь не требуется соприкосновения двух тел, чтобы они гравитационно взаимодействовали. Каждое из взаимодействующих тел создает во всем пространстве вокруг себя гравитационное поле - такую форму материи, посредством которой тела гравитационно взаимодействуют друг с другом. Поле, созданное каким-то телом, проявляется в том, что действует на любое другое тело с силой, определяемой всемирным законом тяготения.

РИС

1.10
Первая космическая скорость


Возможно ли движение тела в поле силы тяжести Земли все время параллельно земной поверхности? Очевидно, в этом случае траектория тела будет окружностью, окружающей земную поверхность. Движение такого тела (спутника) будет описываться 2-ым законом Ньютона:

Mg = Mv1 2/R
Отсюда                                           V1 = 
[image: image4.bmp]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image2.wmf]gR

                                                    (1.10) 
Из    второго закона мы получили выражение для минимальной скорости, которой должен обладать спутник для такого движения. Эта критическая скорость называется первой космической. Получим численное значение для v1.


Если R=6400 км, а g=9,8 м/с2 (фактически мы считаем высоту орбиты много меньше радиуса Земли), то получаем                 v1=7,9 м/с.          

Реально самые низкие круговые орбиты  спутников располагаются на высоте более 100км.

---------------------------

В:
Почему?

---------------------------


Итак, чтобы спутник, поднятый на некоторую высоту над землей, двигался по круговой орбите, ему нужно сообщить некоторую горизонтальную скорость v1. 
А если эта горизонтальная скорость станет больше v1? Тогда спутник станет двигаться по эллипсу, у которого данная точка (там, где он достиг нужной скорости) будет перигеем, т.е. ближайшей к Земле точкой орбиты, а наиболее удаленная ее точка – апогей – будет лежать на противоположном конце прямой «перигей – фокус эллипса (центр Земли)». Перигей и апогей находятся на противоположных концах большой оси эллипса.

РИС

Все это, естественно, в полном соответствии с законами Кеплера.

-------------------------------

В:
С какими именно?

-------------------------------

Если же скорость спутника будет меньше v1, то орбита по-прежнему будет эллиптической, но начальная точка станет апогеем (а не перигеем), а центр Земли будет в дальнем фокусе эллипса.

РИС


Существование замкнутых орбит – замечательная особенность полей, которые меняются по закону обратных квадратов.

-----------------------------------------------------------

1.11
                                    Основные результаты 


                                        (разговора про гравитационные силы)
1.11.1
Закон всемирного тяготения (Ньютона): 

любые две материальные точки) притягиваются по направлению друг к другу с силой, прямо пропорциональной их массам и обратно пропорциональной квадрату расстояния между ними:

F = ( (m1m2)/R2
Здесь ( - постоянный коэффициент, один и тот же для любой пары тел во Вселенной, независимо от их масс и от расстояния между телами. Коэффициент ( называют всемирной гравитационной постоянной.

2.
Сила тяготения тела массы m к Земле (сила тяжести) будет выглядеть так: 

                                F=mg                                 (h<<R)

Постоянная g=(M/R2 (М - масса Земли, R - радиус Земли) носит имя “ускорения свободного падения.” 

Свободное падение - движение под действием только силы тяжести.

3.
Неточечные тела со сферически симметричным распределением масс притягиваются друг к другу так же, как материальные точки с их массами, расположенные в центрах сферических тел:

РИС

4.
Внутри гравитирующего однородного шара сила будет расти прямо пропорционально расстоянию от его центра:

Fgr=((mM/R2)(r/R)=mg(r/R).
           Fgr

        mg

                    (r 

                                                    (1/r2
              0              R                     r
5.
В законе всемирного тяготения фигурирует гравитационная масса.

Гравитационная масса mgr - количественная характеристика способности тела участвовать в гравитационном взаимодействии

Существует инертная масса min- характеристика степени инертности тела (из 2-го закона Ньютона).

Эксперимент утверждает пропорциональность двух масс, а при соответствующем выборе единиц измерения обе массы можно сделать просто равными и говорить просто о массе:

mgr=min=m .

1.11.6.
Вес тела Р - это сила, с которой тело действует на опору или подвес, препятствующие его свободному падению вследствие притяжения тела к Земле.


Вес - это сила.


Вес приложен не к самому телу, а к опоре или к подвесу.

В том частном случае, когда опора или подвес неподвижны относительно Земли, вес тела Р равен силе тяжести, действующей на тело F=(mM/R2 .

Если опора движется с ускорением а относительно Земли, равен вес тела равен
P=m(g-a).

При   свободном   падении   вес тела равен нулю.

1.11.7
Вес тела зависит от места взвешивания из-за:
- несферичности Земли;

- вращения Земли вокруг собственной оси. 

Каждая из этих причин приводит к тому, что вес тела на полюсе несколько больше, чем на экваторе.

1.11.8.
Любое тело создает во всем пространстве вокруг себя гравитационное поле - такую форму материи, посредством которой тела гравитационно взаимодействуют друг с другом.

1.12

Порешаем   задачи 

1.12.1
Спутник движется по геостационарной орбите. Какова ее высота над Землей?

1.12.2
(Г3.12)

На экваторе планеты тела весят в три раза меньше, чем на полюсе. Период обращения планеты вокруг своей оси равен Т=55 мин. Найдите плотность этой планеты.

1.7.3 (Г3.14)

Справедливы ли законы Паскаля и Архимеда в состоянии невесомости?

1.7.4 (2.6.9)

Найдите силу гравитационного притяжения, действующую на вас, со стороны Земли, Луны, Солнца.

1.7.5
(КУ2.78)


Земля вращается вокруг Солнца по почти круговой орбите радиуса 1,5х108 км. Найдите линейную скорость Земли на орбите и массу Солнца.

1.7.6
(КУ2.72)


На какой высоте ускорение силы тяжести вдвое меньше, чем на поверхности Земли?
1.7.7 (2.6.12)

Определите радиус круговой орбиты астероида, если угловая скорость обращения его вокруг Солнца равна ω, а масса Солнца Мс.
1.7.8
В лифте установлены пружинные весы, на которых лежит брусок. До начала движения лифта весы показывали 10Н. В ходе движения - 30, 10, 5, 0. Что можно сказать об ускорении и о направлении движения лифта?

1.7.9
Оцените, на сколько % первоначально уменьшается ваш вес в лифте, который через секунду после старта набирает скорость движения 2 м/с? g=10м/с2 
Отв.: на 20%.

1.7.10
Лифт поднимается с постоянной скоростью. На полу лифта лежит мяч. Каким должно быть минимальное "замедление" лифта (в м/с2), чтобы мяч подпрыгнул? g=10м/с2

1.7.11
К потолку на динамометре подвешен груз. Динамометр показывает Р0=1000 Н. Под грузом находится человек, стоящий на пружинных весах, которые показывают Р1=800 Н.  Каковы будут их (динамометра и весов) показания, если человек будет с усилием F=300 Н поднимать груз?

Отв.: Р0 - F =700 Н; Р1+F=1100 Н.

1.7.12 Кг100)

На столе стоят работающие песочные часы. Масса часов с песчинками равна М, а масса песчинок, находящихся в состоянии падения, равна m. С какой силой часы давят на стол?

Отв. Mg.

1.7.13

На весах стоит человек. Как изменятся показания весов, если человек присядет? Быстро встанет?

1.7.14
КУ2.90

Две звезды с массами m1 и m2 движутся так, что расстояние между их центрами остается неизменным и равно L. Определите характер движения этих звезд (траекторию, скорость, ускорение), пренебрегая их взаимодействием с другими небесными телами.

Решение.

1.7.15

Планета движется по эллипсу, в одном из фокусов которого расположено Солнце.

 В какой точке траектории скорость планеты максимальна? Минимальна?

1.7.16

Два спутника Земли двигаются вокруг нее в одной плоскости и в одном направлении 

 со скоростями v1 и v2  соответственно. Каково минимальное расстояние между спутниками?

1.7.17

Два воздушных пузыря находятся в воде. Притягиваются они или отталкиваются?

А воздушный и масляный пузырь?

1.7.18

Сможет ли улететь от Земли ракета, имеющая постоянную скорость 1м/с?

1.7.19

Легче ли бить спортивные рекорды на экваторе, чем в высоких широтах? 

1.12.20

Когда Земля быстрее движется по орбите вокруг Солнца - зимою или летом?

1.12.21

По какой траектории полетит пуля, выпущенная из спутника Земли вперед? Назад? В сторону?

1.12.22   В каком случае космический корабль нагревается сильнее (из-за трения о воздух): при его запуске на орбиту или при спуске на Землю?

1.12.23

Как стала бы двигаться Луна, если бы исчезло тяготение между Луной и Землей? Если бы прекратилось движение Луны по орбите?

1.13


Неинерциальные системы отсчета


Законы Ньютона справедливы только в инерциальных системах отсчета. Это экспериментальный факт. Чтобы убедиться в несоблюдении этих законов в н.и.с.о., достаточно (мысленно!) пробежать с ускорением мимо яблока, лежащего на столе. 

РИС

С одной стороны, яблоко покоится в и.с.о. «стол», поэтому сумма сил, действующих на яблоко со стороны других тел равна нулю:
ΣFi =0.  С другой стороны, в вашей системе, отсчета, относительно вас яблоко имеет ускорение, равное –а (направлено в другую сторону), если вы бежали с ускорением а относительно стола. Получается, что в вашей (неинерциальной) системе отсчета второй закон Ньютона не выполняется: ΣFi ≠ ma .


Можно ли как-то исправить эту ситуацию, как-то «подремонтировать» 2-ой закон для работы в н.и.с.о.?  Можно! И довольно несложно. Еще раз: что наблюдаете вы из «своей» н.и.с.о. ? Яблоко движется с ускорением –а.  Чтобы признать выполнение 2-го закона, нужно считать, что на яблоко действует какая-то ненулевая сила, равная F= - ma, где а – ускорение вашей с.о. относительно инерциальной лабораторной (стола). Введем в рассмотрение такую силу, назовем ее силой инерции:

Fи= - ma
Сила инерции по определению равна произведению массы тела на ускорение н.и.с.о. относительно и.с.о. Направлена Fи  в сторону, противоположную ускорению н.и.с.о.


Откуда берутся силы инерции? От перехода в н.и.с.о. и желания сохранить 2-ой закон Ньютона. В и.с.о. никаких сил инерции нет! Часто говорят, что силы инерции – фиктивные силы. Имеется в виду, что в отличие от «настоящих» сил, нет тел – источников этих сил.


Итак, 2-ой закон Ньютона  в  н.и.с.о. будет выглядеть так:

Слева – сумма всех «настоящих» сил плюс сила инерции. Справа – произведение массы тела на его ускорение в н.и.с.о.:

ΣF  + Fи  = ma′
Введение сил инерции позволяет описывать движение тел в любых с.о. с помощью одних и тех же законов.

Разумеется, поясним все это примерами.

П1
Пусть в вагоне поезда, который движется поступательно с ускорением а относительно вокзала, висит шарик на нити. Как будет вести себя шарик, что мы будем наблюдать изнутри вагона? Наш опыт (жизненный!) говорит, что нить с шариком отклонится в сторону, противоположную ускорению поезда. (Аналогичный случай происходит с нами при резком торможении транспорта, в котором мы едем.)  А теперь воспользуемся введенной нами теорией.

РИС

В системе отсчета вагона (н.и.с.о.!) на шарик действуют три силы: гравитации Земли mg, натяжения нити Т  и сила инерции Fи = -ma (если вагон ускоряется вправо, то сила инерции направлена влево). По 2-му закону векторная сумма всех сил, действующих на шарик, равна нулю (в с.о. вагона).  Отсюда получим, например:   а/g =tgα (альфа – угол отклонения нити).


Интересное наблюдение. Формально (для правильных расчетов) можно считать, что никакого ускорения у вагона нет, а просто изменилась гравитация. Именно: вместо вертикального гравитационного поля g – на шарик действует поле g′ = g +(-a),  т.е. поле величиной g′ = √g2 + a2  и направленное, как векторная сумма старого g и минус ускорения:    

РИС

--------------------------------------

1.13.1 (Г2.22)

По наклонной плоскости с углом наклона α съезжает без трения тележка со штативом, на котором на нити подвешен шарик массы m. Найдите угол отклонения нити от вертикали  и силу натяжения нити.   

1.14
МКР

А.
Выведите закон  тяготения для взаимодействия планет с Солнцем.

В.
Рассчитайте массу Земли через гравитационную постоянную, радиус Земли и g.

С.
При какой единице массы можно считать γ =1?

2.                                                              СИЛА   УПРУГОСТИ

ПЛАН

2.1
Сила

2.1.1
Рождение силы

2.1.2
Природа силы

2.2
Основной закон

2.2.1
На пути к закону Гука (эксперимент)

2.2.2
Жесткость пружины, обсуждение

2.2.3
Граница применимости закона Гука

2.3
Деформации

2.3.1
Деформации: упругие и пластические

2.3.2
Виды деформаций

2.8
Другой вид закона Гука

2.4
Приложение

2.4.1
Сила и деформация

2.4.2
Основные результаты

2.4.3
Порешаем задачи
2.1




СИЛА

2.1.1
Рождение силы

РИС


Возьмем грузик, прикрепим его к достаточно мягкой пружине и осторожно отпустим. (Мягкая пружина - это такая, которую легко растянуть или сжать). Подождем, пока система успокоится, и подумаем - какие полезные выводы можно сделать из увиденного.


Подвешенный грузик пришел в состояние покоя.- Значит действующие на него силы уравновешены - второй закон Ньютона. Какие это силы? Понятно, что есть сила тяжести, действующая на грузик со стороны Земли. Если бы он двигался, то можно было бы обсуждать силу сопротивления воздуха, - но грузик неподвижен. Еще? Еще, несомненно, есть сила со стороны пружины, причем направленная вверх, противоположно силе тяжести. Вот и все.


Почему появилась сила со стороны пружины? А потому, что мы подвесили на тихую-мирную пружину возмутительный грузик, и этот-то грузик начал действовать на пружину. А уж пружина (по третьему закону Ньютона) отреагировала на это посягательство (на собственный покой) - с силой, равной действию грузика, но противоположно направленной. 


Что же сделал грузик с пружиной? Пружина растянулась. Как говорят физики, она деформировалась. Деформация тела (буквально - изменение формы: де-формация) и есть причина появления силы упругости, действующей со стороны деформированного тела на тело, породившее деформацию (в нашем случае - на грузик).

А все-таки: почему деформация твердого тела вызывает с его стороны  такое раздражение - силу упругости? 

2.1.2

Природа силы 

РИС


Дело в том, что если пружину оставить в покое, то составляющие ее частицы стремятся расположиться так, чтобы суммарная сила, действующая на любую из них со стороны частиц - соседей, была равна нулю. Что естественно: пока результирующая сила не станет нулевой, частица обречена - по второму закону Ньютона - менять свою скорость. 


Итак, недеформированная пружина (и вообще любое твердое тело) - это набор частиц, расположенных в равновесных положениях, на определенном расстоянии друг от друга. Поэтому любая попытка деформировать - растянуть или сжать - это тело приводит к смещению частиц из равновесного положения. Как результат возникает сила, старающаяся вернуть частицы к равновесию. И грузик, прицепленный к пружине, испытывает силу со стороны крайних частиц пружины. Это и есть сила упругости.


По своей природе сила упругости, как мы видели, это нескомпенсированная сила взаимодействия частиц твердого тела. А надо сказать, что взаимодействие этих частиц (атомов, молекул, ионов) - это электромагнитное взаимодействие. Поэтому сила упругости - это проявление электромагнитных сил.

2.3
На пути к закону       (эксперимент)


Продолжим наш эксперимент и выясним, как именно связаны между собой величина деформации (растяжения или сжатия) и вызываемая ею сила упругости. Каков закон, какова формула их зависимости (если она существует)?

РИС


Поочередно подвесим к одной и той же пружине несколько разных грузов - с массами, скажем,  m, 2m, 3m, 5m, 10m. Тем самым мы будем менять величину внешней силы, действующей на пружину: mg, 2mg, 3mg, 5mg, 10mg. И каждый раз будем аккуратно измерять удлинение пружины: (х1, (х2 ... и т.д. А теперь изобразим полученные результаты измерений на графике:

РИС


Это зависимость деформации пружины (х от величины внешней силы. Видно, что четыре первых измерения хорошо ложатся на прямую линию. 

Заметим, что если эту прямую продлить, то она пройдет через начало координат. Какая физика содержится в этом геометрическом факте? Это означает, что не будет деформации тела без внешней силы, что конечно разумно, потому что соответствует нашим наблюдениям (как говорится в детективах, нет человека - нет проблемы). 

Итак, для четырех измерений мы получили, если выражаться языком формул, такой результат:

                                                                     Fвнш= к(х

-   деформация пропорциональна вызывающей ее внешней силе.

РИС 


Временно забудем о "нехорошем" результате, не ложащемся на прямую. Кто знает - может мы были неаккуратны в том измерении? Короче, это требует отдельного разговора, и он у нас еще будет. Но не сейчас. Сейчас - о хорошей новости.

Линейная зависимость! (Каждый раз, получая из опыта столь простой результат, хочется кланяться и благодарить Природу и ее Создателя.).


А что будет с упругой силой? Она действует на грузик со стороны пружины. Разумеется, она связана с внешней силой третьим законом Ньютона: равна по величине и противоположна по направлению:    Fупр  =  - Fвнш .          Поэтому, если естественным образом задать вектор удлинения пружины, то закон Гука примет такой вид:

                                                                     Fупр =   - к(х     :

сила упругости прямо пропорциональна деформации удлинения (сжатия) и направлена противоположно ей.

Признаемся, что здесь мы не были первыми: за 300 лет до нас этот результат экспериментально получил английский физик Роберт Гук.


Не смущаясь этим (а наоборот - гордясь), продолжим наш путь по гуковской тропе.

2.4
Коэффициент пропорциональности k 

получил название жесткости пружины или, в более общем случае, жесткости стержня (или даже жесткости тела). Именно тела, а не материала! Почему "жесткость"? Это понятно: чем больше k, тем меньше деформация (х при одной и той же внешней силе Fвнш. Это как раз отвечает нашим интуитивным представлениям о жесткой пружине: она очень неохотно отзывается на наше усилие растянуть ее. 


А от чего зависит k? 

РИС


Вот результат эксперимента для двух пружин, отличающихся только своей длиной в недеформированном состоянии. Как увидеть на графике величину k? Очевидно, k=F/(х, т.е. на языке тригонометрии - это тангенс угла наклона нашего графика. Эксперимент говорит нам, что чем длиннее пружина, тем она мягче. 


А разве вы интуитивно ожидали чего-нибудь иного?  Если мысленно разрезать деформированную пружину на две одинаковые, то силы упругости в каждой из частей останутся теми же, а удлинение каждой из новых пружин будет в два раза меньше. Поэтому жесткость "половинной" пружины в два раза больше, чем целой.

РИС


А вот результаты для двух геометрически одинаковых пружин, но изготовленных из разного материала - одна из них стальная, а другая алюминиевая. Посмотрите, как сильно отличается ход двух графиков!


Общий вывод: 

жесткость пружины k зависит от ее материала, размеров витка (мы не успели поставить соответствующего эксперимента) и от длины пружины в недеформированном состоянии.

---------------------------------

В:
Оцените жесткость собственного позвоночника (в Н/м), если вы утром длиннее на 3 см, чем вечером. 

---------------------------------

2.5
Граница применимости


Теперь разберемся с точкой, которая не вписывается в формулу. При самой большой из опробованных нами нагрузок мы вышли за предел пропорциональности между деформацией и упругой силой. Можно предположить, что при еще большей нагрузке (15m) мы еще сильнее отклонимся от замечательно линейного закона. Попробуем:

РИС


То, что мы и ожидали! А если еще увеличить внешнюю силу? Но ведь так можно и пружину испортить... Или даже сломать. Поэтому остановимся.


Итак, у нас получается, что линейная зависимость между силой и деформацией будет лишь при не слишком больших деформациях. Что значит "не слишком больших"? Для пружины длиной 1м это будет деформация в 10см. А для пружины длиной 5см - это, скорее всего, лишь сантиметровая деформация. В общем случае деформацию (х можно считать малой, если (х (( х0 или, что то же самое, (х/ х0((1, где х0 - длина пружины в недеформированном состоянии.

----------------------------------

Для иллюстрации:

отношение предела пропорциональности для бетона к такому же пределу для человеческой челюсти приблизительно равно 1/15 ≈ 0,07.

-----------------------------------

Но к вопросу о границе применимости закона Гука можно подойти и с другой, более физической стороны.

6.
Деформации


Если попытаться очень внимательно проследить - что же такое начинает происходить с пружиной в тот момент, когда начинает нарушаться закон Гука, то можно заметить, что:

РИС

-   до этого момента - если убрать внешнюю силу - пружина восстанавливает свою прежнюю форму и размер;

-   после - деформация остается (хотя бы частично) даже после снятия внешней силы.


Физики говорят короче: 

закон Гука перестает работать, когда упругие деформации сменяются пластическими.

Получается, что после превышения некоторой предельной нагрузки мы начинаем иметь дело уже с немножко другой пружиной - скажем, у нее уже другая исходная длина. Естественно предположить, что эта другая пружина даст нам и другую зависимость деформации от силы. Поэтому наша первоначальная линейная зависимость будет нарушена.

--------------------------------

Контрольный вопрос: 


что было бы с законом Гука, если бы он для опытов взял не пружину, а резиновый жгут?

Контрольный ответ: ничего хорошего. Пружина хороша именно тем, что в ответ на попытку удлинить пружину возникает закручивание проволоки, и эта деформация - кручение для многих материалов (вроде стали) очень мало. Поэтому закручивание витков пружины при ее нагрузке практически не меняет поперечной геометрии тела.

--------------------------------


Реально абсолютно упругой деформации, как вы догадываетесь, не бывает. (Наш мир вообще далек от идеала.) Но можно наблюдать деформацию, которую можно считать упругой с необходимой степенью точности. 

РИС

Например, такой считают деформацию футбольного мяча в результате удара по нему ногой. (Иначе судей, наверно, замучали бы протесты одной и другой команд - по международным правилам диаметр мяча не должен меняться!) 

РИС

7.
Виды деформаций:

Кроме растяжения и сжатия, бывают еще три вида деформаций:

РИС система из нескольких параллельных пластин, соединенных параллельными пружинами
- сдвиг

- кручение

- изгиб.

Любую деформацию твердого тела можно представить в виде их комбинации.

Для любых видов упругих деформаций справедлив закон Гука.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Сила и деформация

Иногда говорят, что "сила может либо сообщать телу ускорение, либо деформировать его, либо делать и то, и другое одновременно". На самом деле единственная "специальность" силы - сообщать ускорение телу, к которому она приложена. А как же с измерением силы через деформацию пружин?

Давайте разберемся.


Прежде всего, законы Ньютона описывают движение материальной точки, а точка, конечно же не может менять свой размер или форму (деформироваться). Уже отсюда следует, что силы - причина ускорения и только ускорения.


Однако, связь между силой и деформацией действительно существует. Заметим, что одна из сил, рассматриваемых в механике, упругая сила возникает из-за деформации (тела). Т.е. сила может быть следствием деформации. Следствием, но не причиной!
Но - повторим - как же с деформацией пружины под действием подвешенного к ней тела, т.е. силы тяжести?

РИС    (тело, подвешенное на вертикально закрепленной пружине)


Рассмотрим внимательно, как возникает деформация пружины. Подвесим тело некоторой массы за нижний конец недеформированной легкой пружины. Под действием силы тяжести тело начинает падать, приходит в движение нижний конец пружины, т.е. он приобретает ускорение. Это и есть реальный результат действия силы тяжести! Постепенно ускорение приобретают и более высокие части пружины, но эти ускорения оказываются сдвинутыми по времени, в результате пружина деформируется - меняется ее длина. В конце концов, и тело, и пружина останавливаются. Это значит, что сумма сил, действующих на них, равна нулю: для тела - это сила тяжести и F1 - упругая сила деформированной пружины; для пружины - сила со стороны упруго деформированного тела (равная F1) и упругая сила со стороны деформированного подвеса F2. Итак, пружина оказывается деформированной, но без ускорения. Можно ли сказать, что результатом действия силы стала только деформация? Конечно, нет! Ускорения у пружины нет лишь потому, что на нее действуют (в конце концов) две скомпенсированные силы. Именно эту ситуацию имеют в виду, когда говорят о статическом действии силы, т.е. о таком, которое приводит к деформации тела без его ускорения. Что происходит на самом деле, мы видели: сила вызывает "неравномерное" ускорение, а уже оно приводит к деформации. В конце процесса ускорения нет из-за наличия двух сил.


У одной силы не может быть статического действия!

А вот случай, когда одновременно будет и ускорение, и деформация:

РИС

 горизонтальная сила действует на горизонтальную пружину, она  сообщает ей ускорение и одновременно возникает деформация пружины. 
8.

Другой вид закона Гука


Рассмотрим однородный стержень, один конец которого закреплен, а на второй – действует сила F. Под действием этой силы стержень испытывает продольную деформацию (растяжение) величиной ∆x. Опытный факт состоит в том, что при не слишком больших деформациях (∆x/x0  << 1)  удельная деформация ∆x/x0   оказывается пропорциональной силе, приходящейся на единицу поперечного сечения стержня:

∆x/x0   ~  F/S
А коэффициент пропорциональности зависит только от свойств материала стержня. Поэтому

                                                        ε  = (1/E) σ,                                                      (*)

где ε = ∆x/x0   - удельная деформация (растяжение или сжатие), Е – т.н. модуль Юнга – характеристика упругих свойств материала стержня, σ = F/S – механическое напряжение.

Нетрудно увидеть в (*) знакомый нам закон Гука, где роль жесткости стержня при продольном растяжении (сжатии) выполняет такая комбинация величин:

                                                                        k= E S /x0                                                                  (**)

Отметим, что закон (*), разумеется, верен при относительно малых упругих деформациях. И, кроме того, для деформаций именно растяжения (сжатия). В частности, соотношения (*) и (**) нельзя применять к пружинам.


Интересно заметить, что при растяжении (сжатии) одновременно происходит поперечная деформация  - поперечное сжатие (растяжение), которая характеризуется своей упругой постоянной данного материала, т.н. коэффициентом Пуассона. (Подробнее см. Бутиков и др. Механика, с. 150).

9.
Типичная диаграмма деформации металла 

РИС

10.   А теперь  пора подвести                            ИТОГИ

10.1
 Деформация твердого тела - это изменение его формы и (или) размеров под действием внешних сил.

Деформация называется упругой, если она исчезает после прекращения действия внешней силы. 

Деформация называется пластической, если она остается при исчезновении вызвавшей ее силы.

Деформация остается упругой, если внешняя сила не превосходит некоторого определенного значения (предел упругости).             Поэтому 

10.2
   Только малые деформации являются упругими.

Применительно к растяжению или сжатию пружины (или стержня) малость деформации (х означает малость ее относительной величины: (х/х0 (( 1 , где х0  - длина недеформированной пружины.

10.3
   Деформация тел вызывает появление в них упругих сил, уравновешивающих внешние силы.

Упругие силы направлены вдоль линии действия внешней силы, т.е. вдоль оси пружины или стержня или перпендикулярно поверхности соприкасающихся тел. 

РИС

10.4
Закон Гука (установлен экспериментально):

при упругом растяжении или сжатии сила упругости прямо пропорциональна вектору удлинения (сжатия) и направлена противоположно ему:


                                                                    Fупр =   - k(х
РИС


Коэффициент пропорциональности k в законе Гука называется жесткостью пружины (стержня). Он зависит от материала пружины, ее длины и от площади поперечного сечения ее витка. 

10.5.
Другой вид закона Гука

РИС 

 при упругих деформациях относительное удлинение 

пропорционально напряжению, испытываемому телом

Здесь (=(х/х0 - относительное удлинение тела, ( =Fупр/S - напряжение, S - площадь поперечного сечения, Е - табличная характеристика упругих свойств материала - носит название модуля Юнга.

(Англичанин Томас Юнг жил примерно на 120 лет позднее Гука. Мы еще встретимся с Юнгом при изучении свойств света.)


Сравнивая два вида закона Гука, можно заметить, что жесткость стержня при продольной деформации растяжения (сжатия)          k=Е S/х0 .

---------------------------------------------

В:
Томас Юнг, в честь которого назвали модуль, умер до того, как родился Карл Юнг - один из создателей психоанализа. Да или нет?

---------------------------------------------

11.
Порешаем задачи 

11.1
Параллельные и последовательные пружины с жесткостями к1 и к2. Найти жесткость сиcтемы из двух пружин.
9.2
Две пружины с жесткостью к1=1,5 Н/м и к2=3 Н/м соединили последовательно. Найдите жесткость получившейся пружины.

Отв:
к=1 Н/м

9.3
Вертикально расположенная пружина соединяет два груза. Масса верхнего 2 кг, а нижнего 3 кг. Когда система подвешена за верхний груз, длина пружины 10см. Если же систему поставить на подставку, длина пружины становится 4см. Найдите длину ненапряженной пружины.

11.4
В каком случае веревка сильнее натягивается – если человек тянет ее руками за концы в разные стороны или если он тянет обеими руками за один конец, привязав другой к стенке?

Отв.
Во втором случае.

9.5 К доске, лежащей на двух опорах, приложены силы F1 и F2 .  Изменится ли прогиб доски, если эти силы заменить одной силой F = F1 + F2 ?

РИС

Отв.
Деформация доски зависит от точки приложения сил.

9.6 Для чего рыболовы используют удилища с тонкими упругими концами?

9.7 Вертикально расположенная пружина соединяет два груза. Масса верхнего 2 кг, а нижнего 3 кг. Когда система подвешена за верхний груз, длина пружины 10см. Если же систему поставить на подставку, длина пружины становится 4см. Найдите длину ненапряженной пружины.

9.8 Концы двух невесомых спиральных пружин разной длины скреплены, как на рисунке. Постройте график зависимости растягивающей силы от перемещения точки ее приложения.

[image: image3]
РИС

Отв. 
9.9 На нити висит тело А. К нему на пружине подвешивают тело В, и нить пережигают. Ускорение какого тела будет больше?

Отв.
Пока пружина растянута, тело А будет падать с ускорением больше g, а тело В – с ускорением меньше g.
9.10 Почему раскаленную проволоку разорвать намного легче?

Отв.
При нагревании увеличиваются средние расстояния между атомами проволоки, а силы притяжения уменьшаются.

9.11
Куда девается энергия сжатой пружины при растворении ее в кислоте?

9.12
Три одинаковых шара, связанных двумя одинаковыми пружинами, подвесили на нити.
РИС        ФК-2, с. 25

Какими будут ускорения шаров сразу после пережигания нити?

Отв. У верхнего 3g, у нижних – нулевое. 

9.13 (2.1.15)

9.14 Ш2.9

9.15 2.1.16

На правый конец нерастяжимой веревки длиной l=10см, находящейся на гладком столе, в горизонтальном  направлении вдоль веревки действует сила F=5Н. Найдите силу натяжения веревки в зависимости от расстояния от левого конца.

9.17
Ме1.79
9.18 
Ме1.80

11.19
Ш2.9

Перельман2 с.29 Яичная скорлупа
9.20 КУ2.94

На сколько вытягивается железный стержень длиной L и поперечным сечением S, подвешенный вертикально за один из его концов, под действием собственного веса? Как при этом меняется его объем?

Отв. ∆L=ρgL2/2E,   ∆V=(1-2П)V2ρg/2SE. Здесь Е и П – модуль Юнга и коэффициент Пуассона соответственно.

3.
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Итоги разговора про силу трения

Порешаем задачи


Продолжим наше дополнение к законам Ньютона - обзор законов и свойств различных сил.

На очереди - близкие "родственники" упругой силы.

1.
Природа  и  подход 

Почему "родственники"? А потому, что и в этом случае электрическая сила так здорово замаскировалась, что ее принимают за особый вид сил. А это все то же электромагнитное взаимодействие атомов (и молекул) одного вещества с атомами (и молекулами) другого вещества. Трудно поверить? Тогда сопоставим некоторые хорошо известные факты.

Когда возникает трение? Когда есть соприкосновение двух тел: санок со снегом, самолета с воздухом, ложки с медом и даже более быстрых струй воды в реке с менее быстрыми.


Очевидно, есть какой-то механизм взаимодействия поверхностей. Какой? Бугорки и зазубрины, которые цепляются друг за друга? (Недаром же так шлифуют поверхность ледяной горки или горки в аквапарке.) Но почему так плохо скользит гладкая стальная пластинка по гладкому стальному листу? И почему почти невозможно сдвинуть друг относительно друга две очень хорошо отшлифованные стеклянные пластинки? И, наконец, почему трение практически не зависит от площади соприкосновения тел (разговор об этом еще впереди)? А потому, что на самом деле в роли "бугорков" обычно выступают атомы той и другой поверхности.

Дело в том, что атомы на поверхности тел находятся в особых условиях по сравнению с их "братьями" внутри. Поверхностные атомы имеют меньшее число соседей, с которыми можно взаимодействовать. И они пытаются восстановить справедливость, вступая в контакт с атомом или молекулой другого тела.

РИС

При скольжении эти контакты все время обновляются: одни пары вступают в контакт, а другие пары перестают взаимодействовать. Происходит непрерывный обмен связей между парами атомов двух тел. Вот этот-то обмен и требует затраты усилий, это и есть трение.

Однако этот процесс совсем не прост: возникают колебания атомов, выделяется тепло и т.д. Казалось бы, лучшие умы человечества решали и более сложные задачи - движение небесных тел, влияние Солнца на поведение луча света, механизм получения ядерной энергии... Но до сих пор никому не удалось вывести законы сил трения "по-честному", как полагается, т.е. исходя из микроскопических представлений. Поэтому и мы все закономерности сил трения возьмем исключительно из опытов, из наблюдений, измерений и размышлений.

2.
Первая классификация


Прежде всего, оказывается, что законы трения между твердыми телами (без смазки!) не похожи на законы трения между твердым телом и жидкой или газообразной средой. Поэтому говорят, что бывает

                                                        ТРЕНИЕ

                                сухое трение               жидкое трение

              (человек тянет санки по снегу)   (падает парашютист в воздухе)

Вы какое предпочитаете?   А мы начнем с сухого!

3.
Эксперимент и его анализ


Положим брусок на стол, прицепим к бруску динамометр и начнем действовать на брусок (через динамометр) с постепенно возрастающей горизонтальной силой. Что мы наблюдаем?
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Поначалу брусок покоится, хотя динамометр показывает какое-то значение силы, все большее и большее. Наконец, при некотором критическом значении силы Fкр брусок начинает скользить по столу. Что все это значит? 

По второму закону Ньютона, если скорость бруска не меняется, т.е. у него нет ускорения, векторная сумма всех сил, действующих на брусок, должна быть равна нулю:

                                     v=const     (     (Fi =0        (2-ой з-н Н.)


Значит, пока брусок покоится, сила F, пытающаяся вывести его из состояния покоя, уравновешивается некоторой силой Fтр покоя.

Причем:

-   величина Fтр покоя  равна величине горизонтальной силы F (она как бы автоматически подстраивается под меняющееся значение горизонтальной "выводящей" силы);

-   сила трения покоя может принимать любое значение (в зависимости от величины "выводящей" силы) в интервале от нуля до некоторого критического значения F кр:
0 ( F тр покоя  ( F кр
-   причина появления силы трения покоя - действие поверхности стола на брусок (больше некому!);

-   направление силы трения покоя всегда противоположно горизонтальной "выводящей" силе, иначе говоря, она направлена вдоль трущихся поверхностей.

Мы все время говорили именно о горизонтальной силе со стороны пружины динамометра потому, что если действовать на брусок под углом к столу, как на санки,
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...то сила трения покоя будет равна не всей выводящей силе F, а только ее части (Fcos().

---------------------------------------

4.
Эксперимент (продолжение).   Закон для трения покоя


Теперь попробуем установить - от чего зависит величина Fкр - максимальное значение силы трения покоя. 


А от чего Fкр может зависеть?
Ну, во-первых, наверно от рода и качества трущихся поверхностей: 

РИС

сдвинуть с места санки по снегу - не то же самое, что сдвинуть их на голом асфальте; а на одном и том же склоне труднее удержаться на гладких (без смазки!) лыжах, чем на старых, с зазубринами. 


Во-вторых, можно предположить, что Fкр  зависит от степени "прижатости" бруска к столу. Но что такое "прижатость"? Видимо, эта та сила, с которой брусок действует на поверхность стола.

РИС

Назовем ее сила давления Fд . По своей природе это упругая сила. И, как всякая упругая сила, она действует перпендикулярно поверхности контакта. Эта сила приложена к столу. Но нам удобнее и интереснее следить за бруском. Нет проблем! Ведь на брусок (со стороны стола) действует сила N - равная и противоположная по направлению силе Fд. (по третьему закону Ньютона). Сила N логично называется силой нормальной реакции опоры. 

Проверим наличие связи между силами N и Fкр . Обратите внимание, что по вертикали наш брусок никуда не движется, а стало быть, не имеет ускорения. Поэтому
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силы по вертикали должны давать в сумме ноль. Поэтому N=mg (упругость стола компенсируется тяготением бруска к Земле). 

Теперь ясен ход следующего эксперимента: будем добавлять к бруску довески, увеличивая его массу: m, 2m, 3m... И для каждой новой массы с помощью динамометра будем определять свое значение максимума силы трения покоя: Fкр1, Fкр2, Fкр3 ... А теперь? Правильно: построим график зависимости Fкр  от N:

РИС 


Вот уж действительно сюрприз! Кто бы мог подумать, что такая теоретически запутанная ситуация окажется столь экспериментально простой - почти линейная зависимость!

Итак, вот наш приближенный экспериментальный закон:

         

                                                       0 ( F тр покоя  ( F тр покояmax = ( N
Здесь коэффициент пропорциональности ( зависит от выбора контактирующих поверхностей (из чего они сделаны, как обработаны, при какой температуре находятся) и носит имя коэффициента трения.


Кстати, а нельзя ли написать закон попроще: заменить ( N на  ( mg? Ответ: если "выводящая" сила направлена горизонтально, то можно, а если под углом к поверхности, то нет. (Понятно почему?) А выражение F тр покояmax = ( N будет верным всегда.


Еще одна естественная мысль: а почему бы величине Fкр не зависеть от площади соприкосновения тел? Что ж, проверим. 
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Положим наш брусок на другой бок и измерим максимум силы трения покоя... Никаких изменений! Поставим брусок на другую грань - ... та же сила! Похоже, что 

максимальное значение силы трения покоя не зависит от площади соприкосновения тел.

-------------------

В:
Как зависит максимальная величина силы трения покоя от направления силы, приложенной к телу?
4.1
Рассмотрим пример


Тело массой 1 кг находится на плоскости. Его коэффициент трения скольжения о плоскость равен 0,3. На тело действует горизонтальная сила 2Н. Чему равна сила трения (в Н)? g=10 м/с2
Отв:
Fтр=2Н.

А если сила равна 4Н? Отв: Fтр=kmg=3Н

5.
Определение коэффициента трения


Есть простой способ определить коэффициент трения покоя. Положим наш брусок на плоскость, наклоненную под небольшим углом ( к горизонтальной поверхности стола.
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Будем медленно увеличивать угол наклона и следить за тем, при каком критическом угле наклона (кр начнется соскальзывание бруска. Сразу заметим, что точность такого опыта невелика, и придется сделать несколько тщательных измерений, усреднив их результат. Предположим, мы сумели измерить (кр (или даже не сам угол, а его тангенс - отношение высоты конца наклонной плоскости к длине ее основания). Что дальше?


Проанализируем теоретически критическую ситуацию - перед самым началом соскальзывания. 

РИС

На брусок действуют три силы: mg - сила тяжести (со стороны Земли), направленная "вниз", к Земле; сила нормальной реакции опоры N - со стороны плоскости и максимальная сила трения покоя F=( N (со стороны той же плоскости) - вдоль плоскости, навстречу возможному движению бруска. Заменим силу тяжести ее двумя составляющими: mgsin( - вдоль наклонной плоскости и mgcos( - перпендикулярно плоскости. В соответствии со вторым законом Ньютона условие покоя бруска запишется в виде двух равенств:

                                  mgsin(==( N            (для направления вдоль плоскости)   и 

                                  mgcos(= N               (для перпендикулярного направления).

Поделим первое равенство на второе и получим:

                                          tg(кр=(     !


По предельному углу наклона плоскости можно определить коэффициент трения тела о поверхность плоскости.   Интересно, что ( получается независящим от массы бруска.

РИС

 
Это стоит проверить экспериментально - делая добавки к нашему бруску и каждый раз, снова измеряя (кр ..... Похоже - получается тот же самый угол! Фактически мы еще раз проверили наш экспериментальный закон, и с удовлетворением отмечаем: приближенно он выполняется.

-----------------------------------------------------
5.1
Задача:
Если коробок на наклонной плоскости тянуть перпендикулярно линии ската, то коробок будет съезжать даже с очень слабо наклоненной плоскости. Почему?

РИС

Решение:

Fтр.рез = √(μN)2 + (mgsinα)2 > μN  ?!   Объяснение:   Fтр.скольж  ≤ μN   - поэтому коробок и соскальзывает вниз.

------------------------------------------------------

6.
Качественная   картина   образования   трения   покоя.

Ее можно попытаться нарисовать на примере двух щеток. (См. Александров-Яшкин)

РИС

Сложим две щетки щетинками навстречу друг другу. При этом щетинки одной щетки частично войдут в пространство между щетинками другой щетки. Глубина проникновения, очевидно, будет зависеть от прижимающей силы.

Теперь начнем сдвигать щетки друг относительно друга. Заметим, что:

- для этого необходимо приложить некоторую силу;

- эта сила тем больше, чем сильнее щетки прижаты друг к другу.


Наблюдая за поведением щетинок, можно увидеть, что все они изогнутся в зоне контакта:

РИС

А т.к. щетинки обладают упругостью, то при изгибе в них возникают упругие силы, которые действуя на щетку, уравновешивают внешнюю приложенную силу. Как только наступит равновесие сил, относительное движение щеток прекращается, дальнейшая деформация щетинок тоже прекращается. Наступает равновесное состояние, в котором щетки сдвинуты относительно начального положения, а щетинки деформированы.


Стоит убрать внешнюю силу, как щетинки выпрямятся, а щетки вернутся в первоначальное положение. Получается, что с увеличением внешней силы (до некоторого предела!) деформация щетинок увеличивается. Наличие этого предела связано с наличием известного предела упругости. Если внешняя сила превосходит этот предел, начинается скольжение. При этом щетинки беспорядочно сгибаются и выпрямляются, колеблются около своих начальных положений.


Нечто подобное происходит и при соприкосновении поверхностей твердых тел. При более внимательном ("микроскопном") взгляде они похожи на щетки со щетинками. Если поверхность обработана грубо, то роль щетинок исполняют малые макроскопические бугорки, неровности. При большей гладкости поверхности щетинки - это просто молекулы или атомы двух поверхностей. Понятно, что их упругость имеет "электрическое" происхождение.


Вот и все о силе трения покоя. Поехали дальше:

ТРЕНИЕ   СКОЛЬЖЕНИЯ

1.
Экспериментальные   закономерности

РИС


Как только "выводящая" сила F хоть чуть-чуть превысит значение F тр покояmax = ( N, начнется скольжение, т.е. брусок будет иметь какую-то ненулевую скорость относительно стола. Естественно попытаться проверить: как реагирует сила трения (уже сила трения скольжения) на величину этой скорости. Но...

Мы уже говорили, что получить хороший, надежный количественный результат в опытах с трением на самом деле очень трудно. А в опытах со скольжением - особенно трудно. Поэтому мы просто приведем полученные результаты.


Вот так примерно выглядит зависимость силы трения от относительной скорости тел:

РИС


Видно, что с увеличением скорости вначале сила трения скольжения уменьшается, а потом сравнительно медленно начинает расти. Возникает соблазн: в первом приближении заменить эту зависимость более простой:



                                                                                                                                    (**)

2.
В рамках нашей "щеточной модели" можно придумать объяснение уменьшения силы трения при малых скоростях: в такой ситуации микровыступы-щетинки не успевают западать в углубления поверхности так же глубоко, как в состоянии покоя. В результате деформируются только верхушки выступов, поэтому сила упругого сопротивления уменьшается.


Увеличение силы трения при больших скоростях связано, скорей всего, с разрушением выступов и с их размельчением. Полной ясности в этом вопросе до сих пор нет. 


Нагрев трущихся поверхностей связан с тем, что при срыве зацепления (выступ за выступ) эти выступы-щетинки еще некоторое время колеблются, рассеивая в пространство запасенную упругую энергию деформации.

Экспериментальная зависимость вида (**) получила название закона Амонтона - Кулона. И вот почему.
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3.
История

Создатель "Монны Лизы", гениальный итальянец Леонардо да Винчи даже для своего времени, в котором жили Рафаэль, Микельанджело, Боттичелли, выделялся уникальным инженерным воображением. Судя по недавно обнаруженным в Мадридской библиотеке двум рукописям, он первым поставил опыты типа наших и обнаружил постоянство отношения силы трения скольжения к "прижимающей силе":.(Fтр.ск/N)=const. Правда, Леонардо сделал вывод, что это отношение одинаково для всех тел и материалов. Фактически у него получалось, что (=0,25 - видимо потому, что все тела перед опытом для чистоты(!) одинаково смазывались. Спустя почти два века Гильом Амонтон, ничего не знавший о выводах Леонардо, направил во Французскую академию наук письмо, где впервые привел формулу Fтр.ск =(N как результат своих собственных опытов с медью, железом и деревом. Интересно, что и Амонтон получил постоянство коэффициента трения (у него было (=0,3). Спустя полвека военный инженер и будущий физик - экспериментатор Шарль Кулон решил проверить справедливость выводов Амонтона. И сделал решающий шаг: во-первых, обнаружил зависимость коэффициента трения от выбранной пары материалов, качества их обработки и т.д. А во-вторых, рассмотрел трение покоя и связал его с трением скольжения (Fтр.ск = F тр покояmax). Так родился закон Амонтона-Кулона:


4.
Микроскопическая   модель 


Можно сказать, что трение существует потому, что существуют парные связи между атомами и молекулами на поверхности контактирующих тел. При скольжении происходит непрерывный обмен одних связей на другие. Но почему тогда сила трения не зависит от площади контакта?

В 1929 году английский физик Д.Томлинсон высказал такую гипотезу: далеко не каждый атом поверхности участвует в образовании пар-связей. (Совсем как в жизни: в трудной ситуации все ее участники в принципе готовы на поддержку, но лишь некоторые способны сделать это реально). Именно так: все атомы поверхности вполне определенно отвечают на вопрос - будете брать на себя нагрузку или нет. Большинство просто отказывается. 

РИС

Но некоторые говорят: да, мы готовы быть атлантами (или кариатидами, в зависимости от их пола), готовы взять на себя нагрузку и ответственность за трение. Интересно, что при этом каждый из атомов-атлантов способен выдержать один и тот же груз, величина которого зависит от выбранного материала (т.е. от индивидуальности атома). Причем, с ростом общей нагрузки растет число таких атлантов. Поэтому общее число пар-связей зависит от нагрузки (прижимающей силы), но не зависит от площади контакта. Фактически сама реальная площадь контакта остается одной и той же при неизменной силе N. 


Из гипотезы Томлинсона сразу следует закон Амонтона - Кулона.

5.
Полезное трение


По традиции трение воспринимается как что-то, тормозящее движение тела. Но это совсем необязательно.

а)      РИС                  брусок на бруске, нижний тянут вправо


За счет какой силы верхний брусок едет вправо? За счет силы трения! Причем, это сила трения покоя, потому что верхний брусок неподвижен относительно нижнего, их относительная скорость равна нулю!

РИС

б)
Та же сила - трения покоя - позволяет нам ходить - она обеспечивает возможность отталкивания ступни от поверхности Земли.

РИС

в)
Она же - сила трения покоя - позволяет поворачивать автомобилю:

РИС


Она действует на ведущие колеса автомобиля - и позволяет ему двигаться без проскальзывания. (А разве колесо автомобиля покоится? - спросите вы. Колесо - нет, а его самая нижняя точка - та, что контактирует в данный момент с дорогой, - да!)

А "занос автомобиля" обязан своим происхождением именно тому, что сила трения покоя не может превысить определенного для данной ситуации значения:

F тр покоя ( ( N
А как только превысит - так и получается: вместо поворота - занос.

РИС

г)
Кстати, вспомните, что вы делаете, когда везете санки с младшей сестренкой, а ваши ноги на подъеме начинают проскальзывать?

РИС


Правильно: перекладываете веревку, за которую вы тянете, на плечо. Почему? Так вы увеличиваете прижимающую вас силу, а значит и величину максимального трения покоя: 

F тр покояmax = ( N. Ведь именно эта сила позволяет вам отталкиваться от земли, не проскальзывая.

д)
Интересно, что иногда в одном и том же процессе может наблюдаться и трение покоя, и трение скольжения - например, во время бега на лыжах.

------------------------------------

В:
Может ли сила трения по величине превышать вес тела?

О:
Да. Пример: вес детали, зажатой в тисках, меньше действующей силы трения покоя.

-------------------------------------

4.1
Конус   трения

В:
Тело находится на шероховатой поверхности. Пусть сила нормальной реакции опоры равна N, а максимальное значение силы трения покоя Fтр = μN. Построим конус с внутренним углом φ таким, что tg φ = Fтр / N = μ. Докажите, что

Если на тело действует сколь угодно большая сила, лежащая внутри этого конуса, то тело останется в покое, а если сила лежит вне конуса трения, то какой бы малой она ни была – тело начнет двигаться.

РИС

---------------------------------------

5.
Приведем значения некоторых типичных коэффициентов трения скольжения:

	трущиеся   поверхности
	(скольжения
	(покоя

	сталь по стали
	0,6
	0,7

	дерево по дереву
	0,3
	0,4

	деревянные полозья по снегу
	0,035
	

	лед по льду
	0,028
	

	резиновая шина по сухому асфальту
	
	0,8-1,0

	то же при большой скорости
	
	0,5

	то же в гололед
	
	0,1

	резиновая тормозная колодка по колесу
	1
	1-4


Интересно, что


- коэффициент трения скольжения дерева по дереву больше такого же коэффициента для соединений суставов человека в: примерно в 0,2/0,01=20 раз.

6.
Когда можно пользоваться 

 упрощенным выражением для силы трения скольжения (Fтр.ск = ( N)? 

Ну, во-первых, при не слишком больших относительных скоростях тел. (Сразу вас успокоим: почти во всех наших задачах будут именно такие скорости.) А во-вторых, при не слишком больших силах давления одного тела на другое. (Мы опять-таки будем далеки от таких безобразий.) 

Подчеркнем, что от скорости не зависит именно величина силы трения. Если скорость относительного движения тел меняет свое направление, то меняет свое направление и вектор силы трения. Вообще, сила трения скольжения всегда направлена навстречу относительной скорости трущихся поверхностей (именно относительной!) 

РИС

Хотя горшок с цветком на рисунке вместе с грузовиком едет вправо, но его скорость относительно поверхности кузова направлена влево. Поэтому сила трения скольжения, действующая на горшок, направлена вправо, в сторону движения грузовика. (А парная ей сила трения, действующая на грузовик со стороны горшка, направлена влево!)

------------------

В:
Почему?

О:
Правильно: по третьему закону Ньютона.

------------------

7.
Напоследок еще раз взглянем на экспериментальную зависимость силы трения от скорости тел.

РИС


Можно заметить, что здесь изображена и сила трения покоя.... Вот она - выделена утолщением. Очень хорошо видно, что сила трения покоя может иметь любое значение в пределах от нуля до ( N.

---------------------------

8.
Стандартные  задачи

8.1
Тело массой 1кг лежит на горизонтальной плоскости с коэффициентом трения 0,1. На тело действуют с горизонтальной силой а) 0,5Н; б) 1,5Н. Чему равна сила трения?

8.2
Тело массы М, находящееся на плоскости с коэффициентом трения (, испытывает действие силы F, направленной под углом ( к горизонту. Найдите силу трения, действующую на тело.

8.3
При каком коэффициенте трения между шинами и дорогой с уклоном  300 автомобиль может двигаться вверх с ускорением а=2м/с2?

8.4.
На вращающейся пластинке на расстоянии 5 м от оси вращения лежит брусок массой 1кг. Коэффициент трения 0,2. При какой угловой скорости вращения груз начнет скользить?

8.5.
Диск может вращаться вокруг вертикальной оси, перпендикулярной его плоскости. На диске лежит брусок массы М на расстоянии R от оси. На горизонтальной поверхности бруска находится шайба массы m, прикрепленная нитью к оси.

РИС


Диск вместе с бруском и шайбой начинают раскручивать. Считая, что трение между бруском и диском очень мало, найдите угловую скорость, при которой брусок начнет выскальзывать из-под шайбы. Коэффициент трения между бруском и шайбой равен μ.

Отв.
Ω = √ μmg/MR.

6.
На горизонтальной доске лежит груз. Трение 0,1. При каком горизонтальном ускорении доски он соскользнет?

8.6.   К телу, лежащему на горизонтальной плоскости, в течение времени t1 прикладывают постоянную силу F, направленную вдоль плоскости. После прекращения действия силы тело движется до остановки время t2. Найдите силу трения.  

8.7
2.1.23

8.8
(2.1.20)

РИС

8.9
(2.1.22)

8.10
2.1.28

8.11
2.1.46

8.12
Г2.29

8.13
Что легче: удержать санки на склоне горки или двигать их нему равномерно наверх?   (ФК с.5)

Еще порешаем задачи

8.14
2.1.30 

РИС

8.15
2.1.32

8.16
Ш2.33

8.17
Ме1.27

8.18
ЗФО (2)39

8.19
88983086

8.20
2.1.63

8.21
Ме1.30

8.22
Кв1/99

8.21   Цепочка из n тел массы m каждое, соединенных пружинами, движется вдоль горизонтальной плоскости под действием горизонтальной силы F. Коэффициент трения равен k. Найдите силу натяжения каждой пружины.  

----------------------------------

9.
Опыт:
Положите на стол стопку из десяти примерно одинаковых книг. Попробуйте одним пальцем сдвинуть пять верхних книг или вытолкнуть из стопки четвертую сверху книгу. Что легче? Почему?

РИС

--------------------------------------

10.
ПРИЛОЖЕНИЕ:   Усилитель трения


Эта известная задача: может ли десятилетний ребенок удержать за веревку, точнее за канат, морской корабль? Посмотрим на этот вопрос теоретически.


Пусть мы взяли веревку и слегка "обвели" ее вокруг дерева

РИС

так, что веревка в результате отклонилась от прежнего направления на малый угол ((. Рассмотрим силы, действующие на малый участок веревки, прилегающий к дереву. Дерево реагирует на давление веревки с силой N. Мы действуем на веревку с силой Т. Если трения нет, то условием неподвижности веревки будет

N=2Tsin(2((),

а если угол (( мал, то

N=T((.

При наличии трения добавляется небольшая (Fтр:

РИС

Теперь силы натяжения справа и слева будут отличаться на малую величину (Т. И критическое условие неподвижности веревки (перед самым проскальзыванием) будет:

Т=(Т - (Т) + ( Fтр=(Т - (Т) + (N
Отсюда                                                           (Т= - (N= - ( T((.

Итак, малое изменение натяжения веревки пропорционально самому натяжению:

                                                            (Т= -(( (()T                                                          (*)

Случай, когда изменение какой-то величины пропорционально самой величине - самый распространенный случай в природе: забегая вперед, так происходит естественный распад ядер атомов, так разряжается электрический конденсатор. С точки зрения математики - это процесс, в котором одна величина меняется по экспоненциальному закону в зависимости от другой величины. В нашем случае это зависимость силы натяжения веревки (каната) Т от угла его поворота вокруг опоры (. Чтобы получить эту зависимость надо решить уравнение (*). Для этого разделим переменные:

(Т/Т= - ( ((
Интегрируя полученное равенство

(dT/T = -(( d(       (            lnT= - ((               (   T=T0e-((
Это и есть знаменитая формула Эйлера:

T=T0e-((
Здесь Т0 - начальное (до обводки вокруг дерева) натяжение каната, а угол (, измеряемый в радианах, связан с числом оборотов n вокруг дерева простым соотношением:

(=2(n,

поэтому в результате n оборотов каната необходимая для его удержания сила уменьшается в 

Т0/Т = e2((n
раз.

Сделаем оценку. При (=0,3 один оборот (n=1) каната вокруг опоры (кнехта, дерева) уменьшает силу его натяжения примерно в (2,7)1,8( 7 раз (почти). Между прочим, два оборота дают послабление в 40 раз, а три оборота - уже примерно в 285 раз!!! 

Так как насчет корабля и ребенка? (Разве что канат порвется.)


Вот это действительно усилитель: при достаточно большом числе оборотов каната практически вся сила натяжения трансформируется в силу трения покоя.

-----------------------------------------

ТРЕНИЕ   КАЧЕНИЯ

1.
Трение качения возникает между шарообразным или цилиндрическим телом и твердой поверхностью, по которой оно катится.

РИС


Мы иногда говорим, что безвестный изобретатель колеса был гениален, именно потому, что трение качения всегда заметно меньше трения скольжения. (Сравнительно недавние тщательные эксперименты дали разницу в равных условиях примерно в сто тысяч раз!) Почему?!

2.
Уже известный нам Томлинсон первым понял, что трение качения - тоже результат обмена атомно-молекулярными связями. Но! При скольжении тел связи на контакте обмениваются одновременно, т.е. все разом. А при качении это происходит последовательно и притом весьма малыми порциями. Это похоже на то, как почти невозможно сорвать приклеенный к столу кусок ленты скотча - сразу весь, и как легко это сделать, потянув ленту за край, отрывая ее последовательно.

РИС


Другой известный из жизни пример - с ковровой дорожкой. Сдвинуть ее сразу почти невозможно. Но достаточно создать на ней складку и легким усилием "прогнать" ее по всей длине, как дорожка сдвинется.

3.
Сила трения качения приближенно подчиняется почти тому же экспериментальному закону, что и трение скольжения:

Fтр.кач = (кач (N/R)

- она пропорциональна силе нормальной реакции опоры N (т.е. фактически прижимающей силе), обратно пропорциональна радиусу колеса (или цилиндра) и приближенно не зависит от скорости движения. 

(Эту формулу впервые тоже получил Кулон.)

Понятно ли, почему и какие возникают проблемы с тележками на маленьких колесах?

Коэффициент трения также зависит от рода и качества поверхностей, но, как мы уже говорили, обычно сила трения качения много меньше силы трения скольжения (обычно на несколько порядков).

Истины ради заметим, что последнее утверждение - о малости трения качения - верно во многих ситуациях, но не всегда. При больших скоростях качения (сравнимых со скоростью распространения деформации в веществе (иначе - скорость звука)) сила трения качения резко возрастает.

-----------------------

В:
Какова размерность коэффициента трения качения? Совпадает ли она с размерностью коэффициента трения скольжения?

-----------------------


В технике часто заменяют скольжение на качение, устанавливая шариковые или роликовые подшипники.

РИС

4.
Довольно тонкий вопрос: чем, собственно говоря, качение отличается от трения покоя, где граница между ними? Колесо, состоящее только из спиц, без обода - катится или "идет"?
РИС

А как насчет умения "ходить колесом"? Сороконожка катится или идет? И то, и другое!

Самое главное - при качении скорость обмена поверхностными связями очень мала. При хождении эта скорость может меняться в очень широких пределах. В ситуации, когда она мала, хождение ничем принципиально не отличается от качения.


Другим признаком качения можно считать то, что разрыв и образование новых связей происходит в направлении, перпендикулярном плоскости контакта.


На практике качение всегда в той или иной степени сочетается со скольжением.

5.
Как вы думаете, почему у паровоза так много ведущих колес?

 Сила тяги паровоза пропорциональна его весу (закон Амонтона). А увеличение числа колес позволяет при этом не увеличивать давление на рельсы.

Вот и все.

ЖИДКОЕ   ТРЕНИЕ

1.
Если вы еще не забыли, то до сих пор все сказанное про силы трения относилось исключительно к твердым телам и поверхностям. Если, например, использовать жидкую смазку (мокрое мыло вместо сухого), то ситуация уже будет называться иначе - это жидкое трение.


На тело, которое движется (не находится, а именно движется!) в жидкости (или по жидкости) или в газе, действует сила жидкого трения. Часто ее называют силой сопротивления окружающей тело среды.


Как и в случае сухого трения, сила сопротивления направлена противоположно скорости тела. Но в отличие от сухого трения в жидкости или газе нет трения покоя: даже сколь угодно малая внешняя сила способна вызвать движение тела.

2.

Законы жидкого трения 

на первый взгляд совсем несложны.


В основе того, что называется жидким (или вязким) трением лежит «стремление» контактирующих тел выровнять свои скорости.

2.1
При малых скоростях движения (скажем, у бегуна или у моторной лодки) сила сопротивления среды пропорциональна скорости тела:


                                                                    F = -(V

Здесь V – относительная скорость твердого тела и жидкости

Положительный коэффициент ( зависит от размеров и от свойств (вязкости)среды. Зависимость от размеров – линейная, т.е. ( пропорционален характерному размеру тела в первой степени. (Поясним: если тело имеет форму шара, ( пропорционален радиусу шара).

  Знак минус напоминает о том, что сила сопротивления направлена так, чтобы действительно сопротивляться движению в среде - противоположно скорости тела.

2.2
При больших скоростях (например, таких, как у самолета) зависимость от скорости становится квадратичной:      

Здесь коэффициент ( зависит и от размеров, и от формы тела, а также от плотности среды.

(Как мы и предупреждали, при нулевой скорости тела сила сопротивления не возникает.)

Зависимость ( от характерных размеров тела – квадратичная. Часто говорят, что ( пропорционален величине поперечного сечения тела.

Первую из приведенных формул иногда называют формулой Стокса, а вторую - силой сопротивления Ньютона.

3.
На самом деле не все так гладко. 


Оба эти закона получены в результате многочисленных непростых экспериментов. И чем ближе знакомство с этими законами, чем точнее измерения, тем законы становятся не прозрачнее, а сложнее. В частности, в реальной ситуации формы самолетов или корпуса судов определяются значениями реальных коэффициентов ( или (. Но часто даже непонятно, от каких параметров тела они зависят. (То ли дело закон всемирного тяготения!) Но, слава Богу, в ближайшие школьные дни мы ограничимся более простыми задачами: падением парашютиста, капли, движением катера или уже готового самолета - с приложенной инструкцией: силу сопротивления можно считать такой-то (или вообще можно ею пренебречь).

4.
Задача о падении парашютиста


С парашютистом вот что происходит: он покидает горизонтально летящий самолет и через некоторое время раскрывает парашют. Как будет меняться со временем скорость парашютиста? (График v(t)-?).

Нарисуем происходящее:

РИС

                                                       Fc


                                                        mg
Обозначения: m - масса парашютиста (вместе с парашютом); Fc - сила сопротивления воздушной среды.

Уравнение, по которому все будет происходить - второй закон Н. для парашютиста:

mg - (v=ma
или                                                                 mg - (v=m(dv/dt)                                                   (*)

Мы предположили, что сила сопротивления движению парашютиста является стоксовой, т.е. пропорциональна скорости - даже при свободном падении, когда парашют еще не открыт. Заметим на будущее, что это требует обсуждения.

Далее, все события разбиваются на отдельные "эпохи" в жизни парашютиста:

1)  t=0 - начало падения и последующие моменты

      Fc(0 (очень мала, т.к. мала скорость падения); а(g (см. (*));  ( v((скорость растет) ( Fc((а(
К чему все это приведет? Глядя на (*), можно сказать, что первое слагаемое постоянно, а второе растет, поэтому в некоторый момент времени t=t1 силы сравняются и ускорение станет нулевым, т.е. достигнутая к этому моменту скорость парашютиста перестанет меняться:

2) t=t1            a=0                                    mg - (1v1=0     (        v1=mg/(1=vmax - максимальная скорость парашютиста за все время падения.

Здесь (1 - коэффициент сопротивления воздуха при нераскрытом парашюте. 


Если бы человек продолжал падать, не раскрывая парашют, то его скорость такой и оставалась до конца падения, до самой земли. Но все в порядке, и в какой-то момент t=t2 парашют благополучно раскрывается.

3)
t=t2 - раскрытие парашюта:   Fc=(2v и Fc(( a(  и становится a(0 ( v( ( Fc( ( (a(( и

в некоторый момент t=t3  устанавливает стационарная скорость спуска парашютиста v2 уже с парашютом:

4)
t=t3    (                        mg - (2v2=0   (      v2= mg/(2   -   очевидно, это значение меньше v1.


А теперь графики: зависимости ускорения и скорости от времени:

               а

               g
               0              t1              t2              t3                              t
               v

              v1
               

              v2
                0                                                                    t

Подведем                      ИТОГИ   разговора   ПРО   СИЛЫ   ТРЕНИЯ:

Трение возникает при соприкосновении двух тел (твердых, жидких или газообразных).

По своей природе это электромагнитное взаимодействие атомов двух поверхностей.

Различают                    СУХОЕ трение (двух твердых тел) и ЖИДКОЕ.

                                                    СУХОЕ   ТРЕНИЕ
 

трение покоя                  трение скольжения           трение качения

                     (vотн=0)                            (vотн  ( 0)
                         Соответствующие экспериментальные законы:


0 ( Fтр.пок (F тр покояmax = ( N              Fтр.ск = F тр покояmax = ( N         Fтр.кач = (кач N/R
                                                                       (
                                                       закон Амонтона-Кулона
                                                           ЖИДКОЕ   ТРЕНИЕ


                при небольших скоростях                      при больших скоростях


Соответствующие силы:
                                                   Fсопр = - (V                           Fсопр = - (V2          
                                                                    (опытные законы)
Коэффициенты ( и ( зависят от размеров тела, формы тела и свойств среды.

--------------------------------------------

Порешаем  задачи

4.1
2.1.33

4.2
2.1.36

4.3
2.1.37 

4.4
2.1.38

4.4
КОЗс41 

Конькобежец на ледяной дорожке старается пройти поворот как можно ближе к внутренней бровке. Велосипедист же на велотреке проходит вираж возможно дальше от внутренней бровки.

РИС

Как это можно объяснить?

Решение.

4.5 КГ100м35 

Шофер нажал педаль тормоза, и автомобиль начал двигаться замедленно. Можно ли сказать, что силами, уменьшающими его скорость, являются силы трения колес о землю и силы трения колес о тормозные колодки?

Отв. Силы трения колес о тормозные колодки – внутренние силы, они не могут изменить скорость автомобиля. Но под их действием колеса начинают медленнее вращаться, а из-за этого они начинают проскальзывать по дороге. Вот тогда и начинают работать силы трения скольжения.

8.
Порешаем  задачи

№11/80, 38   (Aslamazov)

Это тестирование

10.
Если проделать в банке с водой (на ее боковой поверхности)   три отверстия - повыше, посередине и пониже (ближе к дну)  и отпустить банку падать вертикально, то во время падения вода будет:
выливаться из всех отверстий; только из нижнего; только из верхнего; не будет выливаться

11.
При изготовлении стальных гирь в них высверливают небольшое углубление, в которое запрессовывают свинцовую или медную пробку. Зачем это делают?

Для экономии    Чтобы можно было легче изменить массу гири   Для измерения при необходимости температуры гири

12.
Как меняется плотность воздуха в кабине космического корабля в состоянии невесомости (по  сравнению с плотностью в обычной ситуации)?


Увеличивается        Уменьшается      Не меняется

13.
Известна народная пословица: "Коси коса, пока роса. Роса долой, и мы домой." Почему при росе косить траву легче?


Меньше трение    Ниже температура косы            По привычке. (Такое представление - предрассудок)

14.
Автомашина с прицепом перевозит тяжелый груз. Куда лучше поместить груз, если Вы хотите доехать

быстрее?:

 
В кузов машины     В прицеп      Безразлично    

15.
Почему плотину строят так, что ее профиль расширяется вниз?


Удобнее строить      Из-за гидростатического давления       Из экологических соображений

16.
Почему так трудно вытащить ногу в сапоге, завязшую в глинистом грунте? Какова основная причина?


Из-за атмосферного давления        Из-за  вязкости глины    Из-за конструкции сапога

17.
Как изменится формулировка закона Архимеда для Луны? Ее масса примерно в 100 раз меньше, чем у 

               Земли, а сила тяжести там в 6 раз меньше.

Сила А. равна 1/6 веса вытесненной им воды   Не изменится  ...равна   1/100 веса вытесненной им воды

18.
Сила тяжести Земли, действующая на тело, закопанное на некоторое глубину:


Такая же, как на поверхности     Увеличивается        Уменьшается          

19.
Если бы небольшое тело удалось поместить в центр земного шара, то действующая на него сила

               тяжести Земли была бы:

Той же, что на поверхности        Равна нулю              Меньше в 98 раз, чем на поверхности

20.
В сосуд с водой опущен кусок дерева. Вода из сосуда не вылилась. При этом давление на дно сосуда:


Уменьшилось      Увеличилось     Не изменилось

F=(mM/R2





 g( 9,8 м/с2 











( = (1/Е)(











Fтр.ск = F тр покояmax = ( N





Fтр.ск = F тр покояmax = ( N














     F = -(V2





последующее   состояние


(x1 , v1)





Законы


Ньютона





начальное состояние


( x0 ,, v0 )                   
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