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7.8.
 Самое главное    про Момент импульса

Мы уже знакомы с двумя законами сохранения: механической энергии и импульса. Но, как говорится, "Бог троицу любит". В классической механике есть еще один закон сохранения - закон сохранения момента импульса. 

7.1
Определение
Само название новой для нас величины - момент импульса - наводит нас на мысль, что она, эта величина, чем-то похожа на момент силы.


В самом деле: момент силы относительно какой-то оси вращения - это произведение силы F на ее плечо d.

РИС

А момент импульса тела относительно некоторой точки - это произведение импульса тела mv тоже на его, импульса, плечо:
РИС

т.е. на длину перпендикуляра, опущенного из этой точки на направление импульса, т.е., на самом деле, на направление скорости тела:

L=mvd.

Формула для момента импульса относительно некоторой точки можно записать и иначе:

РИС                                                    m                        v
                                                   d         r                   v(
                                                    О             

Из подобных треугольников на чертеже видно, что 

v/v( =r /d                      или v d =v( r 

Поэтому получается, что момент импульса тела массы m, имеющего скорость v, относительно точки О равен

L=m v( r
где v( - проекция его скорости на направление, перпендикулярное радиусу.


Вы уже догадались, что и здесь при желании можно воспользоваться векторной записью:

момент импульса частицы относительно некоторой точки (или оси) есть


РИС   

7.2
Частный случай сохранения L
На самом деле мы с вами уже имели дело с законом сохранения этой величины. Вспомним, что при отсутствии сил скорость тела не меняется (ни по величине, ни по направлению). А если неизменен вектор скорости, то и плечо не будет меняться.

РИС

А тогда получается, что хорошо известный нам факт - свободное тело будет двигаться равномерно и прямолинейно - можно выразить и по-другому:

у свободного тела его момент импульса неизменен.

7.3

Закон сохранения момента импульса для одного тела
А если на тело действует какая-то сила?


Наверно момент импульса такого тела будет меняться?..

Однако взглянем на такой мысленный эксперимент: вслед за Томом Сойером и Геком Финном будем равномерно вращать на веревочке дохлую крысу. (Повторяем: эксперимент - исключительно мысленный.)

РИС


Итак, вот момент импульса крысы относительно центра вращения: 

L=m v( r.

Обратите внимание, что все множители, входящие в это выражение, неизменны. Поэтому момент импульса сохраняется!

А как насчет момента силы? Сила, действующая на крысу, - это сила со стороны веревки. Она направлена по радиусу, а ее плечо (силы - а не крысы!) равно нулю - ведь линия силы проходит через центр. Значит и момент силы тоже равен нулю.


Что же получается... 


Просто наличие действующей силы не может изменить величины момента импульса L. Почему? У нас есть подсказка: у этой силы момент равен нулю.


Похоже, что лишь ненулевой момент силы М может дать какое-то изменение момента импульса тела L.

Но тогда получается, что

момент импульса тела (относительно какой-то точки) сохраняется, если сумма моментов всех сил (относительно этой точки) рана нулю.


Это и есть обещанный 

закон сохранения импульса для отдельного тела:             L=const, если (Мi=0.

7.4
Вот замечательная иллюстрация нашего нового закона.

Садимся на вертящуюся табуретку (ее обычно используют вместе с пианино) и берем в каждую руку по гантели, лучше потяжелей. (Если вы далеки от силовой гимнастики, используйте пару литровых бутылок с водой.) Вытяните руки в стороны и попросите кого-нибудь слегка раскрутить вас. Получилось? А теперь подожмите руки с гантелями к телу... Кто это увеличил скорость вашего вращения? Конечно, он - закон сохранения  импульса. Ведь поджав гантели поближе к оси вращения, вы уменьшили величину r - расстояние от вращающейся массы (гантели) до центра вращения. Для сохранения произведения mv(r =L природа увеличивает скорость вращения v( в такое же число раз.


Снова вытяните руки и насладитесь обратным эффектом - замедлением вращения.

Есть профессии, в которых регулярно пользуются законом сохранения момента импульса. 

В:
Какие?

7.5


Закон   сохранения   для   системы   тел

А теперь, как мы уже не раз делали, распространим новый закон сохранения на систему - хотя бы из двух тел.

7.5.1
Возьмем два камня, связанные веревкой, и бросим один из них.

РИС

Как видите, второй камень, направился вслед за первым. Они летят, они вращаются. Забудем на минуту о силе тяжести. Она, конечно, есть, если мы бросили камни над землей. Но мы увидим, что она делает свое обычное дело: равномерно уменьшает их вертикальную скорость и добивается того, чтобы камни упали на землю. Здесь для нас не будет ничего нового.


А вот силы, с которыми один камень действует на другой (через веревку)... Они равны друг другу по величине, противоположны по направлению и направлены вдоль веревки (третий закон Ньютона - надеюсь, вы его не забыли). Но тогда их плечи относительно любой точки (например, точки А или точки О - середины веревки) будут одинаковы. А равные плечи и противоположные равные силы дадут равные, но противоположные моменты сил, т.е. 

сумма моментов всех внутренних сил, действующих на нашу систему тел, равна нулю.

А тогда

сумма моментов импульсов всех тел нашей системы будет постоянна.


Обратите внимание:

- внутренние силы не могут изменить суммарный импульс системы тел   (з.с.и.)    и


7..5.2
Но ведь наша система двух камней не замкнута - есть сила тяжести. Верно. Но всегда есть точка, относительно которой сумма моментов сил тяжести F1 и F2 равна нулю. Догадываетесь, что это за точка? Разумеется, это центр масс системы двух камней - точка О. Поэтому камни в полете будут равномерно вращаться вокруг этой точки. Поэтому 

наличие силы тяжести Земли не может изменить момента импульса системы тел.

7.53
Заметим, что, хотя сумма моментов сил, действующих на систему камней, равна нулю, но сумма сил не равна нулю - за счет силы тяжести. Ненулевая результирующая сила и обеспечивает движение всей системы по параболе. Точнее, по параболе будет двигаться центр масс - точка О, а сами камни, как мы уже говорили, будут еще и вращаться вокруг своего центра масс с постоянной угловой скоростью. Такие дела.

7.5.4
В заключение отметим, что веревку мы взяли для наглядности. На самом деле закон сохранения момента импульса справедлив для любой замкнутой системы тел, независимо от природы сил, с которыми тела взаимодействуют между собой (гравитационные, электрические, ядерные...).

7.6


Момент   импульса  как  вектор

РИС


Это моя любимая детская игрушка - волчок. (Моя мама называла его юла - так звали эту игрушку в ее детские годы.) Вы слышите, как он поет - это музыкальный волчок. Почему он поет, от чего зависит его "песня" - тоже интересно, но об этом мы поговорим когда-нибудь потом. А сейчас - почему волчок так устойчив? 


Наверно потому, что он вращается, и чем быстрее - тем устойчивее. И правда: просто неподвижный волчок ни за что не будет стоять на своем остром основании. Крутанем его слегка - он был слабо и недолго устойчив. А вот результат хорошей раскрутки... Попробуем его толкнуть во время вращения... Смотрите, что он делает - он возвращается в прежнее положение!


Какой можно сделать вывод из всего этого? Почему-то вращение удивительно устойчиво, и чем выше скорость этого вращения - тем такое движение тела, такое его состояние, устойчивее. С чем, с каким из известных нам фактов это может быть связано?


Что, какая величина, как-то описывающая вращение, тоже сохраняется?

Ну, конечно, это момент импульса тела!


Но, простите… (Один мой ученик, когда замечал в моих рассуждениях "дырку", говорил: "Но простите, не является ли все это слегка неверным?..."). Но простите, я отвлекся...


Итак: в наших опытах с волчком мы наблюдали стремление сохранить направление вращения, а момент импульса - это ведь скаляр, правда?


Нет, не правда! Как раз волчок и намекает нам, даже кричит: момент импульса - вектор, и сохраняется (для замкнутой системы тел) не только величина, но и направление момента импульса. А чтобы изменить его направление, нужен момент внешней силы. И чем больше изменение - тем больший нужен момент силы. Что мы и наблюдаем.

Теперь мы наконец-то можем дать полное определение момента импульса:


-----------------------

В:     А что если r  и  p противонаправлены, куда вращать буравчик для определения направления L ?

-----------------------

Те, кто знаком с понятием векторного произведения, могут сильно сэкономить, записав это определение так:

-------------------

Напомним, что порядок сомножителей в векторном произведении важен:

A x B =  - B x A
т.е. изменение порядка сомножителей приводит к изменению вектор-произведения на противоположное (это видно из определения векторного произведения).

-------------------

Получается, что если ось вращения перпендикулярна плоскости вращения тела,

РИС

то момент импульса будет направлен вдоль этой оси (вверх или вниз).


Но если ось вращения направлена как-то иначе, 

РИС

то величина момента импульса относительно этой оси будет проекцией вектора L на эту ось

Lz((r ( p)z
7.7


Второй закон для вращательного движения
7.7.1
Но если момент импульса L всегда направлен перпендикулярно плоскости вращения, то и его изменение - вектор (L - тоже будет направлен так же, ведь это просто разность двух коллинеарных векторов:

РИС


А тогда было бы совсем странно, если бы момент силы "отстал" от момента импульса - и тоже не оказался бы вектором...


Все так. 

Моментом силы относительно некоторой точки О называется вектор М, величина которого М=rFsin( (r - радиус-вектор частицы, проведенный из точки О, ( - угол между векторами r и F), а направлен вектор М перпендикулярно плоскости, в которой лежат r и F, и по буравчику от r к F. 

РИС


Иначе говоря, 


Обратите внимание, что именно r(F, а не F(r, что казалось бы естественней! Эти два векторных произведения равны по величине, но противоположны по направлению. Как говорят математики, векторное произведение антикоммутативно. ("Не говори красиво, друг Евгений!" - Друг Евгения явно не был математиком.)

7.7.2
А теперь задумчиво посмотрим на старый добрый второй закон Ньютона в импульсной форме:

F=(p/(t.

Это все было для материальной точки или для поступательного движения:

сила пропорциональна скорости изменения импульса.


Но тогда логично, чтобы 

момент силы был пропорционален скорости изменения момента импульса,
т.е.                                                   М=(L/(t.                                                                                         (*)

Не правда ли?    Это был бы второй закон для вращательного движения.


Но логика - важный, но не решающий момент в физических выводах. Ведь мы имеем дело не просто с продуктом наших размышлений, а с природой. А у нее может быть своя логика.


И что же говорит природа, т.е. опыт, эксперимент?

Ну, во-первых, из уравнения (*) можно получить правильное следствие:
если момент сил, действующих на тело, М=0, то (L=0 - момент импульса тела не меняется.


Во-вторых, проверим (*) на простом частном случае - равномерное вращение тела по окружности.

РИС с крысой на веревочке
Момент "силы веревки" М=rFsin(=rFsin180(=0. А момент импульса тела относительно центра вращения L=r(mv)sin90(=rmv=const. А по направлению вектор L тоже не меняется, потому что не меняется направление векторов r и р=mv. Поэтому (L=0, что соответствует предполагаемому уравнению (*).


Ну и, наконец, только возможные математические трудности могут нас остановить от того, чтобы впрямую, чисто математически получить из ньютоновского второго закона соответствующее уравнение для вращательного движения.


Те из вас, кто имеет опыт работы с векторным произведением, может взять исходное тождество радиус-векторов

r = r
и векторно умножить его на равные вектора F  и  (p/(t:

r( F= r(((p/(t).
а затем перейти к равенству

r( F=.((r(p)/(t
или, пользуясь тем, что (r/(t=v,
М=(L/(t ,

что мы и собирались доказать.

7.7.3
Как и раньше, если у нас имеется система тел (материальных точек), то моменты всех внутренних сил (между телами системы ) можно не учитывать - они скомпенсируются. Поэтому


Это второй закон для вращательного движения.
Тогда

-  это  закон сохранения момента импульса.

7.7.4
Происхождение


Подобно всем законам сохранения, закон сохранения момента импульса связан с одним из типов симметрии пространства и времени. Он (этот закон) следует из изотропности нашего пространства, т.е. из одинаковости его свойств по любому направлению. Иначе говоря, поворот замкнутой системы частиц без изменения их взаимного расположения и относительных скоростей не меняет механических свойств системы. Движение частиц относительно друг друга после поворота будет таким же, каким оно было бы без поворота.

-----------------------
7.7.5                  Второй закон для вращательного движения 
абсолютно твердого тела в другой форме

Мы знаем, что 2-ой закон для материальной точки (или для поступательного движения неточечного тела) можно записать с помощью понятия силы

                                                  F = ma ,                                            (*)                             
а можно - через импульс:

                                                 dp/dt = F.                                           (**)
Для вращения неточечного тела нам известен аналог последнего равенства:

                                                dL/dt = M                                           (***)
Здесь L – момент импульса тела, а M – суммарный (векторно!) момент всех действующих сил.
Между прочим, совсем несложно (если вы фатально не боитесь математики) получить из (**) закон (***).
-----------------------------------

В:
Сделайте это, если вы фатально не боитесь математики. Используйте введенные нами определения.
-----------------------------------

Но существует ли для вращения неточечного тела аналог равенства (*) ?

Вообще – то, почему бы ему и не быть? Не видно причины. Поищем…
Вопрос первый (и ключевой): какая величина в новом равенстве выступит в роли массы? Т.е., например, в роли меры инертности нашего неточечного тела при его вращении.

Для этого получим выражение для кинетической энергии тела при вращении. Почему мы начали именно с кинетической энергии? Ну, все-таки мы кое-что про нее знаем. Кстати, аналогом обычной (линейной) скорости v при вращении является угловая скорость ω.
РИС

Нам известна кинетическая энергия материальной точки:

Ek = mv2/2= mω2r2/2 ,

где ω – угловая скорость вращения, а r – расстояние от этой точки (частицы) до оси вращения.

Осталось совсем чуть – чуть: 

- мысленно разбить наше тело на материальные точки с одинаковой массой dm у каждой и со своим  расстоянием до оси вращения ri у каждой;
- для любой отдельной м.т. кинетическая энергия будет такой:

                                                                   dEk  = dmω2ri 2                                                   (****)

(Надеюсь, вы поняли, что угловая скорость вращения ω у всех точек будет одна и та же, ведь тело-то наше абсолютно твердое.)

- осталось просуммировать эти бесконечно малые вклады от каждой из бесконечного числа точек по всему телу (понятно, без интеграла не обойдемся):

Ek  = ∫(1/2) ω2r2 dm
Вынесем постоянные величины за знак интегрирования :
Ek  = ( ω2 /2) ∫ r2 dm
Назовем полученный интеграл моментом инерции тела:

I =  ∫ r2 dm.

Он – то и будет мерой инертности неточечного тела при вращении. Как и следовало ожидать, инертность «большого» тела при вращении зависит не только от его массы, но и от ее распределения относительно оси вращения. Суммарную информацию обо всем этом и дает введенный нами момент инерции тела. 

Зафиксируем наш предварительный результат – 
кинетическая энергия тела при вращении равна

Ek врщ = I ω2 /2 ,                                                     

где I – момент инерции тела относительно данной оси вращения, а ω – угловая скорость его вращения. 
Сравните полученное выражение с известной формулой для поступательного движения:
Ek пст= mv2/2
- замечательное сходство, правда?!

----------------------------------------------------------------------------------------
7.7.5*

Отступление про момент инерции

Разумеется, момент инерции тела зависит от выбора оси вращения. Проще всего найти (вычислить) момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс тела.
Простейший пример: момент инерции обруча массы М и радиуса R относительно оси, проходящей через центр обруча перпендикулярно к его плоскости.

РИС
I0 = 
[image: image1.wmf]ò

R2dm = R2 
[image: image2.wmf]ò

dm =R2M
Еще пример: момент инерции стержня длины L и массы M относительно оси, проходящей через его середину перпендикулярно к стержню.

РИС
I0  = ∫ R2dm = 
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R2ρdV = ρ
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R2Sdl = ρS
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l2dl = ρS(l3/3)│L/20  = (1/3) ρS (L/2)3=

= (1/24) ρSL (L2) = (1/24)ML2 – это ответ.
Для большинства симметричных тел (стержень, диск, шар и т.д.) их моменты инерции относительно осей, проходящих через центр масс (I0), собраны в таблицу, их можно найти в справочнике.
Напомним, что момент инерции тела есть характеристика:

- распределения массы по телу;

- оси вращения тела.
Теорема Штейнера –
она позволяет найти момент инерции тела относительно произвольной оси через момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс тела.

РИС

Суть теоремы: I = I0 + Ma2 , где а – расстояние между осями.
-------------------------------------
В:
Найдите момент инерции стержня относительно оси, проходящей через конец стержня.
РИС
-----------------------------------

В:
Чему равна кинетическая энергия абсолютно твердого тела, которое произвольно движется?

О:
Произвольно движется – значит, его движение есть комбинация (суперпозиция) поступательного и вращательного движения. А поэтому

Ek атт = MV2цм /2  + I0 ω2/2
Пример. Найдем кинетическую энергию катящегося диска (R,M).
РИС
Вычисления:
-----------------------------------------------------------------------------------------
В:
Какую скорость этот диск будет иметь в конце горки высотой h ?

O:
MgH = (3/4)Mv2  Здесь v – скорость центра диска.

-------------------------------------------------------
Порешаем задачи
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Вернемся к аналогу второго закона. Теперь можно и его написать. В самом деле, выпишем таблицу известных нам аналогичных величин для поступательного и вращательного движений:

                                         ПСТ                                                                            ВРЩ

                             v = dr/dt                                                   ω = dφ/dt
                             a = dv/dt                                                    α = dω/dt

                                 m                                                                I       
                              Ek пст= mv2/2                                                              Ek врщ = I ω2 /2                                        

                                  p                                                                L

                                  p= mv                                                        Lz = Iω
                                                                                                  Здесь Lz – проекция вектора L    
                                                                                      на направление оси вращения z.

                                  F                                                                 M 
                               A = ∆ Ek                                                                                M·∆φ = ∆(Iω2/2)
                                dp/dt = F                                                    dL/dt = M    
                                 d(mv)/dt = F                                               d(I ω) = Mz внш
                                        F = ma                                                       Mz = I α
Последнее равенство и есть искомый результат – второй закон для вращательного движения неточечного тела, аналогичный «F=ma»:

                                                                        M = I α
Это равенство – векторное, момент инерции I – скалярная величина (хотя и не всегда, но, во всяком  случае, это не вектор).


А вот премия, которую мы получим, хотя и не собирались за нее бороться – еще одна форма закона сохранения момента импульса:
                                                           I ω = const, если Мzвнш=0

Т.е. 
произведение момента инерции тела относительно данной оси и угловой скорости вращения не меняется, если проекция суммы моментов всех сил, действующих на тело, на направление оси вращения равна нулю.
Простейший пример – то, как фигуристы регулируют скорость своего вращения.

РИС

Или: опыты с вращением на «музыкальной» табуретке (особенно, если у вас в руках  приличные гантели.)
РИС

7.8
                                          Самое главное    про       

ЗАКОН   СОХРАНЕНИЯ   МОМЕНТА   ИМПУЛЬСА

7.8.1   Моментом импульса частицы относительно некоторой точки называется векторное произведение радиус-вектора частицы относительно этой точки на импульс частицы:

L ( r ( p
Величина момента импульса относительно оси z - это проекция вектора L на эту ось:

Lz((r ( p)z
Момент импульса относительно данной оси (z) равен произведению момента инерции тела относительно этой оси на угловую скорость вращения тела:
L z  = Iz ω
7.8.2
 
Второй закон Ньютона для вращательного движения:
dLсист/dt=Мвнш   
или                                                        d(I ω)/dt = Мzвнш
или                                                I(dω/dt) = Мвнш
7.8.3 Закон сохранения момента импульса:
импульс системы материальных точек сохраняется, если система замкнута или если сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна нулю.
7.8.4
Закон сохранения момента импульса связан с изотропностью нашего пространства.

L(r x p











-внутренние силы не могут изменить суммарный момент импульса системы (з.с.м.и.!).








моментом импульса материальной точки (частицы) относительно некоторой точки О называется вектор L такой, что:


РИС


-  его величина L=(r((p(sin(, 


где r - радиус-вектор нашей частицы, p - ее импульс, а ( - угол между векторами r и p;


- а направлен L перпендикулярно плоскости, в которой лежат r и p, и по направлению вращения буравчика (кратчайшим образом) от вектора r к вектору p.








L(r ( p


- моментом импульса частицы относительно некоторой точки называется векторное произведение радиус-вектора частицы относительно этой точки на импульс частицы.








Определение:


момент силы относительно некоторой точки – 


это векторное произведение радиус-вектора частицы на вектор силы:


М( r(F








Скорость изменения момента импульса системы материальных точек равна сумме моментов всех внешних сил:


(Lсист/(t=Мвнш








Момент  импульса  системы материальных точек сохраняется, если


система замкнута или


если сумма моментов всех внешних сил, действующих на систему, равна нулю-
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